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Introduction et outils utiles
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1.1. Introduction

1.1.1. But de I'étude d’EDP et exemples. — Il s’agit d’étudier I'évolution en temps et en espace de quan-
tités “physiques” (par exemple la température d'un fluide, la densité de particules constituant un gaz, la
concentration d'une espéce chimique, la courbure d’'une surface, etc).

Les exemples emblématiques d’équations aux dérivées partielles (EDP) étudiées dans ce cours seront les
suivants :

oru—Au = 0 (chaleur)
O:iu+b-Vu 0 (transport)
6% u—Au 0 (ondes)
idju+Au = 0 (Schrédinger)

et des versions non linéaires, par exemple

(Navier-Stokes)

divu 0.

{ Oiu+u-Vu—Au+Vp

Le but est de trouver des solutions explicites si possible, ou a défaut (ce qui sera le plus souvent le cas) de
montrer |'existence, 'unicité, la stabilité de solutions et d’en étudier les propriétés (a partir de propriétés
connues des données du probléme). De méme qu'une équation algébrique peut avoir ou ne pas avoir de
solution suivant la nature de la solution cherchée (réelle ou non par exemple), dans le cas d'une EDP la
réponse va dépendre du "type" de solution cherchée, i.e. de I'espace fonctionnel choisi (pour la donnée
initiale, pour les conditions aux bords, pour la solution elle-méme).

On va chercher a décrire les solutions de maniere aussi précise que possible, tout en développant des tech-
niques aussi générales que possible afin de les appliquer a plusieurs équations a la fois.

Nous renvoyons au Paragraphe 1.11 pour une discussion plus détaillée de la démarche que nous adopterons
dans ce cours.

1.1.2. Classification. — On s’intéresse a des EDP d’ordre 2 au plus (en termes du nombre de dérivées par-
tielles de 'inconnue intervenant dans I’équation), linéaires ou non linéaires, sous forme d’équations ou de
systemes d’équations.

La classification suivante est une facon de repérer le type d’équation en jeu, et a pour but de permettre
d’identifer des propriétés communes a de nombreuses équations de la méme classe. Elle est loin d’étre
exhaustive ni complétement pertinente (certaines équations combinent des caractéristiques qui les font
correspondre a différentes classes) mais on trouve souvent ces notions dans la littérature, et on étudiera ces
différents types d’équations dans ce cours.

On considere 6 réels A,B,C, D, E, F et 'EDP linéaire a coefficients constants dont I'inconnue est une fonc-
tion u:R% - R:

(1.1.1) A0*u+Bo,0yu+ Co%u+Do,u+Edu+Fu=0.
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On peut considérer que ¢ est la variable temporelle et x la variable d’espace, mais cela n’a pas d'importance
ici. On pourrait également se placer en dimension supérieure, par extension de I’analyse ci-dessous. Sup-
posons que I'on cherche une solution sous la forme

u(t, x) = Uexp (M+ kx), (A, k) € R%.
En injectant cette formule dans (1.1.1) on trouve que
(1.1.2) AA* + BAk+Ck* + DA+ Ek+F=0.
Dansle cas ol (4, B, C) # (0,0,0) cette équation est celle d'une conique, que I'on peut mettre sous la forme

A BJ/2

B/2 C

'XQX+LQ+F=0, X:( 2 ) Q=

), L=(D E).

La nature de 'ensemble des solutions (A, k) € R? i cette équation polyndmiale dépend du déterminant de Q,
donc du signe de B? — 4AC (et sauf dans le cas oi1 cette expression s’annule, les parametres associés aux
ordres inférieurs ne changent rien a la classification).

- Si B2 —4AC < 0, I'ensemble (A, k) € R? solution de (1.1.2) est une ellipse, on dit que I'équation est
elliptique.
Par exemple, I'équation de Laplace est dite elliptique, elle correspond aucasout A=C=1etB=0:

?u+0iu=0.

— Si BZ—4AC > 0, 'ensemble (A, k) € R? solution de (1.1.2) est une hyperbole, on dit que I'équation est
hyperbolique.
Par exemple, I’équation des ondes est dite hyperbolique, elle correspond au cas ot A= -C =1
etB=0:
6% u-— Gi u=0.
- Si B2 —4AC =0 avec soit AE #0 ou CD # 0, 'ensemble (A, k) € R? solution de (1.1.2) est une parabole,
on dit que I'équation est parabolique.
Par exemple, I'équation de la chaleur est dite parabolique, elle correspond au cas ot D = -C =1,
les autres parametres étant nuls :
du—02u=0.

Dans le cas a coefficients variables, on a le méme type de classification, dépendant du signe de B?(t, x) —
4 A(t, x)C(t, x), mais la classification n’est plus "universelle": par exemple I’équation 6% u+ xaiu =0 change
de nature suivant le signe de x.

On peut généraliser la notion au cas de systemes. Par exemple

u -v
ar( )a( ):0

v u
est hyperbolique car u et v vérifient une équation d’ondes. Pour des raisons qui seront apparentes plus tard
dans ce cours, 'équation de transport

O:u+b(t,x)-Vu+c(t,x)u=0

sera aussi dite hyperbolique.

On verra que les équations paraboliques ont un “effet régularisant” et une “vitesse infine de propagation”,

alors que les équations hyperboliques “propagent les singularités” et ont une “vitesse finie de propagation”.
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1.2. Equations différentielles ordinaires dans les Banach

On rappelle qu'un espace de Banach'! est un espace vectoriel normé complet. Par exemple pour tout en-
semble A et tout espace de Banach F, I’espace des fonctions bornées de A dans F est un espace de Banach
si on le munit de la norme du sup

I llzeo(a;py == sup | f ()l
XeA

De méme 'espace des applications continues bornées d'un espace métrique (X, d) a valeurs dans un espace
de Banach F, muni de la norme du sup, est un espace de Banach. Lespace des suites bornées de Z" dans C
muni de la norme ¢*°(Z") est également un espace de Banach, ainsi que les suites tendant vers 0 a 'infini.

Si E est un espace vectoriel normé et si (x,) est une suite de E, alors on dit que la série ) x, converge si la
N

suite des sommes partielles Z X, converge dans E. La série est dite normalement convergente si }_ [ x,l g
n=0
converge. Si E est un espace de Banach, les deux notions sont équivalentes.

Rappelons sans démonstration le théoréeme de Cauchy®-Lipschitz® donnant I'existence et I'unicité de so-
lutions a une équation différentielle ordinaire (EDO).

Théoreme 1.2.1. — Soit I un intervalle deR, soitQ un ouvert dans un espace de Banach F et soit f : IxQ — F
une application continue telle que pour tout couple (ty, xo) dans I x Q, il existe un voisinage V de (1, xo)
dans I x Q et unréel Ly > 0 tels que

V(5 x0),(6,x2)) € VXV, || f(t,x1) = f(£, %) || < Lollx1 — x2l.

Alors pour tout couple (ty, xo) dans I x Q, il existe un voisinage J de ty dans I tel que I'équation différentielle

ordinaire
(EDO) %0 = f(t,x(0)
X(tp) = Xo

a une solution unique définie sur J.

Faisons quelques remarques sur ce théoréme.

1. Notons que x est solution si x est différentiable sur J, a valeurs dans Q. L'équation implique que x est
de classe €. On peut aussi considérer des solutions continues 2

t
x(t) = x0+f (e, xh)dr
1

0

qui sont en fait ¢! et vérifient (EDO).

2. La démonstration repose sur le théoreme de point fixe de Banach, appliqué a 'espace de Ba-
nach C(J; F). Lunicité se déduit du lemme de Gronwall® que 'on rappelle ici.

Lemme 1.2.2. — Soit I un intervalle ouvert deR. Si g : I — R est dérivable, si ¢, f sont dans LM et
vérifient pour toutt € 1

g =g+ f()

1)1892-1945
@1789-1857
3)1832-1903
4)1877-1932
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alors pour tout ty € I et tout t = ty dans I

t t t
g(t)sexp(ft é(t')dt’)g(t0)+ft exp(fﬂ !(t”)dt")f(t’)dt’.
0 0

3. Si0€ I, on peut définir le flot v de 'EDO
x(0) = f(£,x(1)

par la solution unique de

w(0,x)=x.
Lapplication ¢ — v(t, x) est de classe €' sur un voisinage de 0, qui peut dépendre de x.

4. Une solution maximale de (EDO) est une solution x définie sur J telle qu’il n’y ait pas de fonction y
(autre que x) définie sur J' > J, coincidant avec x sur J et telle que y(#) = f(¢,y(#)). Une solution est
dite globale si elle est définie sur I et vérifie 'équation sur I. Sous les hypotheéses du Théoreme 1.2.1, il
existe une unique solution maximale, définie sur un sous-intervalle J de I. Dans le cas ol I = [fy, 0,

{ 0,y (t,x) = f(t,w(t,%)

sisupJ =T < oo alors
sup ||x(0)]| = oo.
(%, T1
5. On peut demander moins sur f que le caractére Lipschitz: c’est le théoréme d’Osgood® (voir les ex-
ercices, paragraphe 1.12). On peut supposer que
V((tx), (6,x2)) € VXV, | f(t,x1) = f(t, x)|| < a(Do(llx — x21),

avec w : R* — R* une fonction croissante, continue, nulle en 0 et positive ailleurs, telle qu’il existe ry >

0 tel que
o dr
Jy =
0o w(r)

etaveca € LIIOC(I). Par exemple w(r) = r|logr|, w(r) = r|logr|log(|logr|) conviennent, mais pas w(r) =
P sip<1.

6. En dimension finie, d’apres le théoreme de Peano® il suffit que f soit continue pour avoir I'existence
(sans unicité), ce n'est pas le cas en dimension infinie (sauf si on rajoute une hypothése de compacité

sur f).

1.3. Compacité, topologies faible et faible =

Le théoreme de Riesz affirme que dans un espace vectoriel normé de dimension infinie, la boule unité fer-
mée n'est jamais compacte. Le critére de compacité suivant, dii a Arzela” et Ascoli®, est trés important
dans la pratique.

Théoreme 1.3.1 (Arzela-Ascoli). — Soit (K, d) un espace métrique compact et F un espace de Banach. Soit A
un sous-ensemble de l'espace C(K; F) des fonctions continues de K dans F. Pour tout x € K on note

Ax):={f), feA}.

On suppose que

5)1864-1943
6)1854-1932
(11847-1912
8)1843-1896
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1. pour tout x € K, A(x) est compact dans F;
2. A est équicontinue en tout point de K, c’est-a-dire que pour tout € > 0, il existe a(e) > 0 tel que pour
tout f € A,

dx,y)<ae) = fx)-fWl<e.

Alors A est compact dans C(K; F) pour la norme du sup.

Le cas des applications linéaires sera spécialement utile. On rappelle que si E et F sont deux espaces vecto-
riels normés, alors une application linéaire T : E — F est continue si et seulement si il existe C > 0 telle que
pour tout x€ Eona

ITxllF<Clxlg.
On notera Z(E; F) 'espace vectoriel des applications linéaires continues de E dans F (appellées souvent
"opérateurs bornés"), et Z(E) := £(E; E). Si F est un Banach, alors Z(E; F) est un Banach.

Une autre fagon de “rendre compacte” une suite bornée dans un Banach est d’affaiblir la notion de conver-
gence. Soit E un espace de Banach. On rappelle que si 2 = (pg) qc.s est une famille de semi-normes® sur E,
les ouverts de la topologie associée a £ sont les parties U de E telles que

VxeU, Jaedetr>0 telsque Ba(x,r)::{yeE/pa(x—y)<r}cU.
On rappelle que cette famille est séparante si
(pa(x)=0Vaes) = x=0.
On note E* := £ (E;R) 'espace (de Banach) des formes linéaires continues sur E (a valeurs réelles pour
simplifier ici). On considére alors la forme bilinéaire
ExE*—R
(x, )—«(f, 0.
On remarque que
(VfeE", (f,x)=0) = x=0.
En effet on peut appliquer le théoréme de Hahn'?-Banach géométrique'V qui implique que pour tout x # 0
dans E, il existe f € E* et a € R tel que '’hyperplan [f = a] sépare strictement {x} et {0}: ainsi
(fLx)<a<D0.
On peut donc définir une nouvelle topologie d’espace vectoriel localement convexe'?) séparé!® sur E, que
I'on note o (E, E*), en considérant pour toute partie finie B de E* la semi-norme
E—R*

PB:  x—sup|(f,x)|.
feB

®)Une semi-norme sur un espace vectoriel E est une application p : E — R* sous-additive et absolument homogene:

V(x,y))EExE, pkx+y)<p)+pQy); VAeR, VxeE, pAx)=I|Apx).

(10)1879-1934

(D§j E est un espace vectoriel topologique réel localement convexe, et A et B sont deux convexes dans E, non vides et disjoints, avec A
compact et B fermé, alors il existe un hyperplan affine fermé séparant strictement A et B.

(2 E est localement convexe si I'origine admet un systeme fondamental de voisinages convexes — c'est équivalent a pouvoir y définir
une topologie a I'aide d'une famille de semi-normes.

(3)E est séparé si pour tout vecteur x # 0 dans E, il existe un voisinage de 0 ne contenant pas x.
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Les ouverts de E pour la topologie o (E, E*) sont donc les U c E tels que Vx € U, il existe une partie finie B
de E* etun réel r > 0 tels que

{yeEl sup(f,x—yl<r}cU.
feB

De mémessi f # 0 appartient a E* alors il existe x € E tel que (f, x) #0 doncon a
(VxeE, (f,x)=0) = f=0.

On peut donc définir une nouvelle topologie d’espace vectoriel localement convexe séparé sur E*, que I'on
note o (E*, E), en considérant pour toute partie finie A de E, la semi-norme

E* _ R+
9A° f—supl(f,0)l.
X€EA
Cette derniére ne nécessite pas Hahn-Banach pour étre construite. Les ouverts de E* pour la topolo-
gie g(E*,E) sont donc les V < E* tels que V[ € V, il existe une partie finie A de E et un réel r > 0 tels
que

Ba(f;r):={g€E*/ sup(f-gx)l<r}cV.
X€A

Par exemple, une suite f;, tend vers 0 pour cette topologie si pour tout r > 0 et toute partie finie A de E,
il existe N tel que pour tout n = N, f, appartient a B4(0;r). En d’autres termes, pour tout r > 0 et pour
tout x € E, il existe N tel que pour tout n = N, [{f;, x)| < r. C’est la topologie de la convergence simple.

Définition 1.3.2. — Soit E un espace de Banach.

— La topologie associée a | - | g est dite topologie forte sur E.
- La topologie o (E, E*) est dite topologie faible sur E.
- La topologie o (E*, E) est dite topologie faible * sur E.

Concretement :

— Une suite (x,),en converge vers x pour la topologie forte (x,, — x) si | x, — x|lg — 0.
— Une suite (x,) zen converge vers x pour la topologie faible (x,, — x) si pour tout f € E*, (f,x, —x) — 0.
— Une suite (f;,) nen converge vers f pour la topologie faible * (f,, —* f) sipourtoutx€ E, (f,— f, x) — 0.

Siune suite converge fortement, elle converge faiblement. La réciproque n’est pas vraie, comme le montrent
les exemples suivants : soit ¢ € 2 (R), et soit ¥ une fonction 27-périodique dont la restriction a une période I
est dans L2(I) (on note cet ensemble Lgn) non constante, alors

¢(-—n) —0 dans L*(R) (évanescence)

n%(p(n-) — 0 dans LZ([R) (concentration)

1 2n
y(n) — o w(r)dt dans L%n (oscillation)
0

et ces convergences ne sont pas fortes. On laisse la vérification de ces points en exercice (le dernier utilise le
développement en série de Fourier d'une fonction 2x-périodique, voir le paragraphe 1.6).



8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION ET OUTILS UTILES

Si (x,) nen converge faiblement vers x dans E alors elle est bornée dans E et par ailleurs || x| g < liminf| x, || g:
n—oo

il y a “perte de masse” lors du passage a la limite faible. En revanche si E est uniformément convexe'¥) et

si x, — x avec limsup || x, | g < | x| g alors x, — x.
n—oo

Nous aurons souvent recours a la notion de convergence faible pour construire des solutions (faibles) aux
EDP que nous étudierons, grace au théoréme suivant dit de compacité faible, di 2 Banach et a Alaoglu'®.

Théoreme 1.3.3 (Banach-Alaoglu). — Si E un espace vectoriel normé, la boule unité fermée de E* est com-
pacte pour la topologie faible .

En particulier si E est un espace de Banach réflexif et (x,,) nen est une suite bornée dans E alors il existe une
sous-suite de (x,) nen qui converge faiblement.

Linconvénient majeur de la notion de convergence faible est qu’elle ne commute pas avec les opérations
non linéaires. A titre d’exemple on peut considérer la suite de fonctions x — cos(nx), qui tend faible-
ment vers 0 mais dont le carré tend faiblement vers 1/2. Pour passer a la limite faible dans des fonctions
non linéaires d'une suite de fonctions qui converge faiblement, il sera nécessaire d’obtenir de la compac-
ité forte sur la suite en question (par application d'un résultat du type Arzela-Ascoli, Aubin-Lions (voir le
Lemme 1.10.2), etc).

1.4. Théorie des distributions

On rappelle ici des rudiments de théorie des distributions qui pourront étre utiles dans ce cours. On ne
parlera que de distributions tempérées, ce qui sera suffisant ici.

Rappelons que l'espace de Schwartz!® .#(R%) est 'espace €*°(R?) des fonctions indéfiniment différen-
tiables, a décroissance rapide ainsi que toutes leurs dérivées: une fonction ¢ de classe € (R%) appartient
a. LR si pour tous les entiers m, k€N,

N k() := sup max [(x)"0%p(x)| < oo,

avec (x):=\/1+|xl?etlal:= ) ;. Onanotéd”:=0a% ...0% .

l<i<n

1.4.1. Distributions tempérées et distributions a support compact. —

Définition 1.4.1. — Une distribution tempérée sur R% est une forme linéaire continue sur & (R%), autrement
dit
- FSRY — C
' v — (Ly)

est telle qu'il existe une constante C > 0 et deux entiers m, k € N tels que pour toute fonction v € & (R%),

(T 9)| < CNp ).

(149 Un espace vectoriel normé E est uniformément convexe si pour tout réel & > 0 il existe un réel § > 0 tel que pour tous x, y dans B,
1
fhecenl =10 = weoise

Par exemple les espaces LP () sont uniformément convexes si 1 < p < co.
(151914-1981
(16)1915-2002
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On note &' (R%) l'espace des distributions tempérées surR?.

Cette définition s’étend de maniere naturelle 2 un ouvert Q de R? (dans le cas ol1 'ouvert est borné, la
décroissance a I'infini n’est bien stir plus une condition a imposer pour la classe de Schwartz, qui n’est autre
que la classe des fonctions €*°(Q)).

Par exemple les espaces LP (R%) pour 1 < p < oo sont inclus dans I'espace des distributions tempérées.

On note que .%(R%) est stable par multiplication par x j et par dérivation 0;. Ainsi ' (RY) I'est aussi, en
définissant pour tout T € &' (R%)

(X Ty) = (T,x;w) et (0;T,y):=—(T,0;y).

Définition 1.4.2 (Convergence des distributions). — Soir (T,,) nen une suite de distributions dans &' (Q).
On dit que (T, converge vers T dans ' (Q) si

V(Pey(Q)» <Tny(,0>_’<T;(P>» n—00.

Proposition 1.4.3. — Soit (T,;) nen une suite de distributions dans &' (Q) convergeant vers une distribution T
dans #'(Q). Alors pour tout @ € N4, la suite de distributions (0% Ty,) nen converge vers 0%T dans &' (Q).

Démonstration. — 1l suffit de remarquer que pour toute fonction ¢ € .#(Q) on a
@ Tn, ) = (=11 (T, 0% ) — (=1)!*(T, %) = (3T, ).
La proposition est démontrée. O

Définition 1.4.4 (Suite régularisante). — Soit { € 2(R%) une fonction positive d'intégrale 1, a support

dans B(0,1). La suite ({)cc)0,1| définie par
]_ .
(= g—d((g)

est appelée suite régularisante.

Soit a € R?, on appelle masse de Dirac!? en a et I'on note 8, la distribution tempérée définie par
Oawy:=yv(a), YyeFL Q).
Proposition 1.4.5. — Soit (. une suite régularisante. Alors

(g — 089 dans F'(Q), e—0.

Démonstration. — Soit ¢ € ¥ (Q) et calculons

I = f(s(xw)(x) dx.
Comme (, est d’'intégrale 1 on a

Ie = f(g(x)(w(x) —(0)) dx + ¢(0)
et
’f(e(x)(q)(x) - ¢(0)) dx) < Ce sup |Ve(x)]

xeR4
ce qui démontre le résultat. O

(171902-1984
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Remarque 1.4.6. — Dans la démonstration de la Proposition 1.4.5 il n'est pas nécessaire que la fonction {
définissant la suite régularisante soit a support compact. Par exemple la fonction
Pe(x) 1= ! p(x) avec p(x): ! e‘¥
€ — - =

€d £ (27-[)%
vérifie de méme
(1.4.1) pe— 0o dans F'(Q), e€—0.
Définition 1.4.7. — Une distribution tempérée T est nulle au voisinage d'un point x € R s'il existe un ouvert

borné ) contenant x tel que pour toute fonctiony € 2(Q),(T,y) = 0. Le support d'une distribution tempérée T
est le complémentaire du plus grand ouvert sur lequel T est nulle. On note &' (R?) lespace des distributions a
support compact.

Remarque 1.4.8. — On peut identifier &' (Q) au dual topologique de € (Q)"®). En effet si T € &'(Q) alors
pour toute fonction ¢ dans €°°(Q2), on peut montrer que la valeur (T, yp) est indépendante du choix de y €
F(Q) égale a 1sur un voisinage ouvert de Supp T. On définit donc

(T, ) =T, xp)

pour toute telle y.

Par exemple §, est une distribution a support compact, avec Suppé, = {a}.

1.4.2. Produit de convolution. — Si f, g sont dans LY(R?) alors leur produit de convolution est la fonction
de L' (R?) définie par

frg):= fRd fx-ygydy.

On peut montrer que si ¢ € €°(R?) et E € &' (R?), alors E x 1 est dans € (R%) avec
VxeRY, Exy(x):=(E,yp(x—-").

De méme si 7 € #(RY) et E € &' (R?), alors E x 7 est dans . (R%). On peut aussi définir le produit de convo-
lution de S €.%'(R%) et E € &'(R?) par la distribution tempérée S x E définie par

(Sx E,y):=(S,Exy),
pour tout ¢ € #(R%), ot1 la distribution F est définie par
(Ep):=(E,9), (X)) :=y(-x).
On note que
0;(SxE)=(0;S)* E=S*(3;E) dans ' (RY).
Enfinsiy e FRY) et Se.#'([RY), alors S x ¢ définie comme ci-dessus par
VxeR?, Sxy(x):=(S,w(x-)

est une distribution tempérée qui est en outre dans €*°(R%). Elle n'est en revanche pas forcément
dans . (R%) donc on ne peut pas définir a priori la convolution de deux distributions tempérées.

(8)0n rappelle que I'on peut munir € (Q2) d’une topologie via la famille de seminormes

Pj k(@) := sup sup [0%p(x)|,
xeKjlalsk

ott (K;) est une suite exhaustive de compacts de R4
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Enfin on rappelle les inégalités de Young: si f € LP(R%) et g € L9(R%), alors on peut définir f x g qui est
dans L' (R%) avec 1 +1/r = 1/p+1/q,et

”f*g”Lr(Rd) = “f”Lp([Rd) ”g"Lq(Rd) .

1.4.3. Solution fondamentale d’EDP. — Un opérateur différentiel sur un ouvert Q de R? est une applica-
tion C-linéaire P de €°°(Q2) dans lui-méme définie par une expression de la forme

Y aq(x)0”

lalsn
aeNd

sur Q, avec a, € €°°(Q)). Le plus petit entier j tel que a, = 0 pour tout |@| > j estappelé 'ordre de 'operateur.

On utilise souvent la notation

1
D*=Dg!...D%, Dy, = 76,5]..

Définition 1.4.9. — Soit P = P(D) un opérateur différentiel d’ordre n a coefficients constants sur R%

P(D):= ) auD?%,

la|l<n
ot les a, sont des constantes dans C.
Une solution fondamentale de P(D) est une distribution tempérée S € ' (R?) telle que

P(D)S=6y dans ¥ (RY).

Remarquons qu'il n’y a en général pas unicité de la solution fondamentale. Par exemple si ap = 0 alors si S
est une solution fondamentale, S + ¢ est aussi solution fondamentale pour toute constante c.

Théoreme 1.4.10. — Soit P = P(D) un opérateur différentiel a coefficients constants surR? et soit S une solu-
tion fondamentale de P (D). Si E est une distribution a support compact alors l'équation aux dérivées partielles

PD)f=E dans &' RY
d’inconnue f € &' (R%) admet au moins une solution, donnée par la formule

f=ExS.

Démonstration. — Le produit de convolution S E définit bien une distribution tempérée sur R% et I’on sait
que
DY(Ex8)=(D"E)xS dans &' (R%).

Comme P est a coefficients constants, on a donc par linéarité
P(D)(ExS)=(P(D)E)*S=8ypxS=S,

d’ou le résultat. O

Proposition 1.4.11. — Posons
1
Ei(x):= Elxl, xeR.

Alors la distribution E; est une solution fondamentale du Laplacien dans R.
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Démonstration. — On cherche E; € %'(R) telle que
E{ =6y dans 2'(R).
En notant H la fonction d’'Heaviside' on a
Ei=H+c,
avec ¢ une constante arbitraire. On en déduit que E) est une fonction continue qui s’écrit
Ei=x,+cx+c

avec c et ¢’ deux constantes. Le cas particulier ¢ = —% et ¢’ = 0 donne le résultat souhaité. O

Les autres dimensions seront traitées en exercices (voir le paragraphe 1.12).

1.5. Transformée de Fourier

Définition 1.5.1. — Soit f € L*(R%). La transformée de Fourier® de f est la fonction F f, ou encore f,
définie surR? par

F @)= @)= f e () dx.

R4
Le théoréme de convergence dominée et le théoréme de Fubini®" permettent facilement de démontrer le

résultat suivant.

Proposition 1.5.2. — Soient f, g dans L ([Rd). Alors

1. & f est continue et bornée sur R%, IF flireo < I fli1 et F f () tend vers zéro a linfini.
2. OnaZF(f*xg) =(FfH(ZFg.

La proposition suivante montre que la transformation de Fourier échange régularité et décroissance a
I'infini.

Proposition 1.5.3. — Soitp € L' (R?), soit m e N et soit a € R?.
1. Six— (x)"p(x) € L' R?) alors F ¢ € €™(RY) et pour tout |a| < m
(1.5.1) (i10)*(F @) &) = F (x%9) ().
2. Sipe€™RY et0ype LY®R%) pour tout|a| < m, alors
(1.5.2) Viel=m, F07¢)&)=(*"Fp(Q).
3. La transformée de Fourier de la fonction (1 4) @ := ¢(- — a) est donnée par
F():9)© = F(©).
4. La transformée de Fourier de la fonction x — e'**¢(x) est donnée par

F (") O = 1)+ F(&).

(19)1850-1925
20)1768-1830
@1)1879-1943
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Théoreme 1.5.4 (Inversion de Fourier). — Soit f € L' (R?) telle que & f € L' (R?). Alors on a presque partout
surR?

= g d = g g y
f (27‘[)df[Rde f@&ds 2 (ZF )
oit pour toute fonction g € L' (R%),
Fg(x) :=f e g dé.
R4
Théoreme 1.5.5. — La transformation de Fourier est un isomorphisme de &R?) dans lui-méme, dont

inverse est 2m)~4F avec les notations du Théoréme 1.5.4.

On note que la transformée de Fourier d'une distribution tempérée est elle-méme une distribution tem-
pérée, définie par
FSRYH — C
v — (L,Fy).

Cette définition découle naturellement de la formule de Parseval®® -Plancherel ¥

f F @& dé = f PO Fy(x) dx

FT:

pour ¢ et ¢ dans .#(R%). La transformation de Fourier est un isomorphisme de .%’'(R%) dans lui-méme,
d’inverse (27) 4%

On définit pour tout ¢ € R¥ la fonction de classe € sur R?
R —C

e:: .
¢ x— 7%t
La transformée de Fourier d’une distribution E a support compact est la fonction de classe €*°(R?) donnée
par

FE):=(E,e).

Cette fonction est a croissance lente ainsi que toutes ses dérivées, au sens oi1 pour tout a € N il existe un
entier m € N et une constante C tels que pour tout ¢ € R4,

10; FE@)| = C(H™.

En fait on peut montrer que cette fonction se prolonge en une fonction holomorphe sur C. Linverse est aussi
vrai, c’est le théoreme de Paley®* -Wiener@> (26

On note que si S € .%'(RY) et E € &' (R?) alors
F(S*E)=FEZFS dans &' (RY).
Notons aussi que

(1.5.3) Soxy=vy, VYyeFLRY.

22)1755-1836
(23)1885-1967
2419071933
(25)1894-1964
(26)Une fonction f holomorphe sur C est la transformée de Fourier d'une distribution a support compact si et seulement si il existe N
et R tels que
If (@) < C(2)N exp(RIIm z]).

Le support de la distribution sera alors dans [-R, R].
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Ona
(1.5.4) Fop=1 dans F'R?),
et plus généralement pour tout a € R?
Fo (&) =e 0 feRr.

En outre

(F0°60)© = (1O, ¢er?,
et plus généralement pour tout a € R?

(F096,) (&) = (i6)%e 49, feR?.

On note pour toutes fonctions ¢ et y de L?(R%)

(@I 12 gy = f POT () dx.

On rappelle qu'il s’agit d'un produit scalaire qui fait de L?(R%) un espace de Hilbert®”.

Théoreme 1.5.6. — La transformation de Fourier définie dans &' (R?) est un isomorphisme de lespace L*([R?)
dans lui-méme, d’inverse (Zﬂ)‘dﬂ‘ . En outre on a la formule de Parseval-Plancherel

1
((p“//)LZ([Rd) = W(g(plg’l[/)Lz(Rd)
pour tous ¢ ety de L*(RY).

Proposition 1.5.7 (Principe d’incertitude). — Soit f € I2 ([Rd) telle que xf et V[ sont dans LZ([R{d). Alors
pour tout xy,&p € R4

1F1 %2 gay < CllCE = %0) Fl 2y 1€ = 60) f 1l 2 ey -

Démonstration. — On suppose sans perte de généralité que xp = &y = 0, et on écrit

ff(x)x-Vf(x)dx:—gffz(x)dx.

On conclut par I'inégalité de Cauchy-Schwarz. O

1.6. Séries de Fourier

On note LZT I'espace des fonctions T-périodiques dont la restriction a [0, T'] est de carré sommable, et 'on
définit le produit scalaire sur L2T

T _ . dt
(flg):=f fglt) —=-
0 T
On pose, pour tout entier n € Z

en(t):=e " = .

(27)1862-1943
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Théoreme 1.6.1. — Les fonctions (e,) nez forment une base hilbertienne de LZT, et toute fonction f € LZT peut
se décomposer de maniére unique en

T dt
f: Z Cn(f)enr Cn(f) sz(; en(ﬂf(ﬂ?

nez

dans LZT. On a la formule de Parseval

T dt
fo IFOP ==Y |eaH]*.

T nez

On notera souvent f(n) := ¢, (f). Notons que ce résultat ne dit rien de la convergence ponctuelle de la série
de Fourier. On peut montrer (mais c’est un résultat difficile, dit a2 Carleson®® en 1965) que les sommes
partielles symétriques de la série de Fourier d'une fonction f de LZT convergent presque partout vers f.

Remarquons enfin que I’on peut étendre les séries de Fourier au cas multidimensionnel, pour des fonctions
périodiques relativement un réseau (qui parfois n'a aucune relation avec la structure euclidienne, auquel
cas il faut introduire la notion de "réseau réciproque" dans I'espace des variables de Fourier).

1.7. Espaces de Sobolev

Dans ce paragraphe nous définissons les espaces de Sobolev?”, qui seront utilisés trés fréquemment dans
ce cours, et en donnons les propriétés principales.

1.7.1. Définitions. —

1.7.1.1. Lecas de l'espace entier. —

Définition 1.7.1 (Espaces de Sobolev H*(R?) et F*(R%)). — Soit s € R. Lespace de Sobolev H*(R?) est
l'ensemble des distributions tempérées f telles que

Ffe PREOP dE).
On pose alors
B = [, ©IF SO de.
Lespace de Sobolev homogene H*(R?) est I'ensemble des distributions tempérées f telles que F f € LIIOC(IRd) et
FfeP®RE1E7de).
On pose
By 1= [ 61T OF ¢ <+oo.
Proposition 1.7.2. — Lespace de Sobolev H*(R?) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
(F18) gy = fR (OFFOT R d.

Lespace de Sobolev homogene H*(R?) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(f18) frsay = fwd E*°F [ F g(§) dé

(28)1928-
291908-1989
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si et seulementsis<d/2.

Démonstration. — Le cas des espaces inhomogenes H*(R%) se traite en remarquant que la transformée de
Fourier est un isomorphisme isométrique entre H* (Rd) et 2 ([Rd; ¢ y2s dé).

Dans le cas des espaces homogenes commencons par supposer que s < d/2 et soit (f;;),en une suite de
Cauchy dans HYRY). Alors (ﬁ)neN est une suite de Cauchy dans L2(RY; |€12% d&) donc il existe une fonc-
tion ¢ € Lz(Rd; IEIZS dé) telle que la suite (ﬁ)neN converge vers ¢ dans I2 ([l'\Pd; IEIZS d¢). Montrons que ¢ est
une distribution tempérée, que f := F !¢ appartient 2 H*([R%) et que (f,,) nen converge vers f dans HS(RY).
Puisque s < d/2 on a par I'inégalité de Cauchy-Schwarz®?

fB(o,U lp@lde = (fw |f|23|w(5)|2d5);(f3(0'1) |§|—2sdf)% e

On en déduit que 1p¢1)¢ appartient a I'espace L! (R%), et plus généralement ¢ est dans Llloc([R{d).
Comme 1cp( )¢ appartient a L(R%;(£)?*d¢) on obtient que ¢ est une distribution tempérée. On peut
définir f := F Lo, qui appartient a H*(R?) par définition de ¢, et on a bien que (f,,) ,en converge vers f
dans H*([R?) puisque (f,) nen converge vers ¢ dans L2(R%; |£]2 d&). Donc H¥(RY) est complet si s < d/2.

Dans le cas ol s = d/2 on considére la fonction sur H°(R4)

¢: fr—=1fl o + 1@ -
On constate facilement que ¢ est une norme sur H(RY) et que HS(R%) est un espace de Banach pour cette
norme. En considérant I'application identité

RN, ¢) — (AR, I s g

qui est linéaire, continue et surjective on constate que sil’espace (H S ([Rd), [l HS([Rd)) était un Banach, alors
par le théoréme de I'application ouverte® il existerait une constante C telle que

VFeH'RY, ¢()<Clfllgsga,

ce qui impliquerait que
3C>0, Ve H'RY, 1flnmown s Clflgsgd-

Nous allons montrer que cette inégalité est fausse grace a 'exemple suivant: soit 6 une couronne de R?
centrée en 0, incluse dans la boule unité B(0, 1), telle que € N 2% = @ et soit la suite
n 2q(§+%)

In ::g_l(qgl

lgchg) .

Alors I'hypotheése € N 2% = @ permet d’écrire que

n 267(54'%)

1fall B0,y = 2
q=1
d
n 2q(s-3)
=C Yy » CL=[6
q:l q

12796

(30)1843-1921
BD§j I.: E — F est linéaire, continue, surjective entre deux espaces de Banach E et F alors L est ouverte, c¢’est-a-dire que I'image par L
de tout ouvert de E est un ouvert de F, ou encore il existe C > 0 telle que Br(0,1) < L(Bg(0, C)).
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et
q2s+d)

L)
2 _ 2: 2s
”f”"HS(Rd)_,,:l q9° fz—mlfl @

no
<C Yy ==, c:=f|n|25dn,
Sq;lqz S ¢

et comme s = d/2 on en déduit que ”ﬁ”LI(B(O’U) tend vers l'infini avec n alors que || f;, | 775 ety €St bornée. La
proposition suit. O

Proposition 1.7.3. — Soit s €R. Lespace (Rd) est un sous-espace dense de H* (Rd).

Soit s < d /2. Lespace 5(R?) des fonctions de & (R?) dont la transformée de Fourier est identiquement nulle
preés de l'origine est un sous-espace dense de H*(R%).

Démonstration. — Nous n’'allons démontrer que le second résultat (le premier se démontre de maniere
identique).

Comme H*(R%) est un espace de Hilbert, il suffit de montrer que si f € H*(R) vérifie
(170 voeH®, [ FFOFOI =0,

alors f = 0. Mais si f vérifie (1.7.1), alors & f est une fonction de Llloc([Rd) qui s’annule sur R? \ {0}. On a
donc & f =0 etdonc f = 0. Le résultat suit. O

La démonstration de la proposition suivante est laissée en exercice.

Proposition 1.7.4. — Soit s e R. Lapplication linéaire
feH R — Lye (H'®RY)",
ot Ly est la forme (anti)-linéaire définie par

1

Ly(@)= ——
19)= G

[ 7 roFema,
est un isomorphisme linéaire isométrique entre l'espace H™* ([Rd) et le dual topologique [H $ ([Rd)) * de H® (IRd).
De mémesi|s| < d/2, lapplication linéaire

feH R — Lre (H'RY)"

est un isomorphisme linéaire isométrique entre l'espace H5[RY) et le dual topologique (H S(RY )) * de IS (RY).

1.7.1.2. Le cas périodique. — On note T — (R,7)% le tore unitaire d-dimensionnel. Une fonction 1-
périodique sur R est identifiée 2 une fonction définie sur T¢. Les espaces de Sobolev associés sont alors
définis par les normes suivantes (en rappelant les notations du Paragraphe 1.6)

1A prscray = (X ¥ len(PR)*

nezd

et

1
1 Wray = X 1nPolea(PIP)’

nezd

Si f est de moyenne nulle alors ces deux normes sont égales puisque ¢y (f) = 0.
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1.7.1.3. Lecas d’'un ouvert deR%. —

Définition 1.7.5 (Espaces de Sobolev WX (Q)). — Soit Q un ouvert de R, k un entier, et p un réel
dans [1,00]. Lespace de Sobolev wkP(Q) est défini par
whP(Q) = {fe LP(Q) /3% f e LP(Q), Y |al < k}

Cet espace est muni de la norme

"f”Wk,p(Q) = Z ||6af||Ll’(Q) .

lal<k

On montre facilement que W*” (Q) est un espace de Banach, réflexif si 1 < p < oo et séparable si 1 < p < co.
Lespace de Sobolev H*(Q) := W*?(Q) est un espace de Hilbert séparable, muni du produit scalaire

f1®) k= 2. 0°fl0°®) 2y -

la|<k

On admettra le résultat suivant.

Théoréme 1.7.6. — Soit Q un ouvert borné deR?, a bord de classe €™ avec m = 1 un entier®. Soit1 < p <
oo. Alors l'espace 2 (R%) est dense dans W™P(Q).

Lespace suivant est particuliéerement utile.

Définition 1.7.7. — Soit Q un ouvert de R%. Lespace H}(Q) est l'adhérence de 2(Q) pour la norme H'(Q).
Lespace H™(Q) est le dual topologique de 'espace Hé (Q) au sens ot

Iflg@=  swp  (fo).
(peHé(Q),”(P”Hl(ﬂ)Sl

1.7.2. Injections. —

Théoréme 1.7.8 (Injections de Sobolev - le cas € kY. — Soit k € N un entier. Pour tout réel s > % +kona
l'injection continue

H'(RY) — €*RY).
Plus précisément toute fonction f € H*(R?) est égale presque partout a une fonction de ¢*R?). En particulier
il existe une constante C ne dépendant que de d, k et s telle que pour toute fonction f € H*(R%), on a

max sup [0% f(x)| < CIl f | s ) -

lal<k yepd
Démonstration. — Soit f € H*(R?) et soit a € N tel que |a| < k. Comme s > ‘51 + k, la fonction
(i5)*
&— —=
(9
appartient a L?(R?), et 'inégalité de Cauchy-Schwarz implique que
. (i)
(O Ff= —<f>s & Ffel'RY.
G

On peut donc appliquer la Proposition 1.5.3 pour en déduire que la distribution tempérée 0% f s'identifie a
une fonction continue et

0% F(x) = fR T @) de

@2m)4

(32)j e. le bord de Q est localement le graphe d’une fonction de classe 6" au voisinage de chacun des points du bord
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pour tout x € R%. On a alors
sup 0% f ()| < Cll £l s ey »

xeRd
avec
o= Lo( [ @t ae)’
" em)d\ g '
Le théoréme est démontré. O
Théoreme 1.7.9 (Injections de Sobolev - le cas LP). — Si s €]0,d/2[ alors les espaces HYRY) et HS(RY)

2d .
sont continiiment inclus dans La-2s ([l'\Pd). En particulier toute fonction de HS([Rd) s'identifie a une fonction
2d .
de La-zs ([R{d) et il existe une constante C > 0 telle que pour toute fonction f € Hs([R{d), on ait

1F 1 oy < C 1L igs ey -

Démonstration. — Tout d’abord notons que si s > 0 alors H*(R%) est contintiment inclus dans H*(R%) donc
il suffit de montrer le résultat pour H*(R%). On remarque ensuite qu'un argument d’échelle permet de trou-
ver 'exposant p = 2d/(d —2s). Soit en effet f une fonction de LR, et posons fy la fonction f;(x) := f(£x)
(avec ¢ > 0). Pour tout pe [1,00[ ona

_d
elgn = €0l et
il = [ PIF R de

o [ e petor ae

—d+2s 2
¢ 1 Vs gy

Sil'inégalité || | r®d) < Cll £l 15 ®4) €St vraie pour toute fonction réguliére f, elle est vraie aussi pour f, pour
tout ¢ > 0. Cela conduit a la relation p = 2d/(d —2s).

Démontrons a présent le théoréme. On pose p :=2d/(d—2s), montrons qu’il existe une constante C > 0 telle
que

(1.7.2) VFe AR, 1flpga < CIfl s -

Le résultat suivra par densité : c’est un procédé tres classique, on détaille ici 'argument et on y fera appel
souvent dans ce cours. Supposons donc (1.7.2) démontré et soit f € H*(R?). Alors par la Proposition 1.7.3 il
existe une suite (f;) neny de F(RY) convergeant vers f dans H*(R%), et (1.7.2) appliquée a f,, — f;, implique
que (fy)nen est une suite de Cauchy dans LP ([Rd). Elle converge donc vers une limite g € L” ([R{d), qui par
unicité de la limite coincide avec f. La fonction f appartient donc a L” (R%), et en passant 2 la limite dans
I'inégalité (1.7.2) sur f;, on obtient également I'inégalité souhaitée sur f.

Pour simplifier les calculs on suppose sans perte de généralité que || fll s gay = 1.

Commencgons par observer que pour tout p € [1, +ool, grace au théoréeme de Fubini on a pour toute fonction
mesurable f,

e, = [ IFC0Pax

[f (0l
pf f AP YdAdx
R4 Jo

pfOOOAl’*lu({xeR”’/ If (0] >A})dA,
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ol u est la mesure de Lebesgue. Nous allons décomposer f en basses et hautes fréquences (pour chaque A)
en écrivant f = f, + f, avec

(1.7.3) H=F YponZf) et fi:i=F 'UeponZf),

ol la constante A > 0 dépend de A et sera déterminée plus tard. Comme le support de la transfomée de
Fourier de f, est compact, la fonction f, est bornée. On a plus précisément en appliquant la transfomée de
Fourier inverse et 'inégalité de Cauchy-Schwarz

Ifolome, = @D UZF Ll ga
= e f €15 1E11F £(©)1dé
B(0,A)
_ dé 3
d el .
= @m (fB(O,A) Iflzs) I Ve
On adonc
(174) ”ﬁ;”LC’O([Rd) < CSA%_S.

Par I'inégalité triangulaire on a
{rerifer>al e {xer?r2ifi> At u{xer?21f1> A}

Gracee a (1.7.4) ona

A=Ap:i= (%)d :u({xe[ﬂad/ 10l >A/2}) =0.

On en déduit avec ce choix de A= Aj que
p o 1 d
-
117, gty = pfo A ,u({x(—: R/ 1 f3(x)] > A/z}) dA.
1l est bien connu (c’est I'inégalité de Bienaimé®®-Tchebychev®?) que

dx

u({xERd/|fﬁ(x)|>A/2}) ﬁxewdllﬂ(x)|>A/2}

A

41 f; (012
f Ifu(z)l dx
{xeRA/|fy0)1>A2) A

4 2
= F”ﬁ"LZ(Rd)

On a donc
IS, gy S 4P fo AP0 fill 3o ay AN
et donc
a [ \p-3 2
(1.7.5) 117 gy < 4PCT)” f AP- f \F FO2dEdA.
0 [§1=Ap

Par définition de Aj on a

d
[é] = Ap <= A <4C|é|P

(33)1796-1878
(34)1821-1894
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Alors le théoreme de Fubini implique que
da

4Csl61 P
e, = apen [ | [T aran iz rora

LP (R4)
d(p-2)

4 d(p-2)
= P enducyr? f HEtHGI3
p-2 R4

d(p-2)

Comme 2§ = le théoreme est démontré, par densité de yg(Rd) dans H* (Rd). O

Démontrons I'inégalité de Poincaré®¥, reliant la norme L? 4 lanorme H'! dans un domaine borné.

Proposition 1.7.10 (Inégalité de Poincaré). — Soit Q un ouvert borné de R%. Il existe une constante C telle
que pour toute fonction f de H} (Q) on ait

||f”L2(Q) = C"vf”LZ(Q)-

Démonstration. — Soit f € 2(Q). On écrit tout élément x € Q sous la forme x = (x/, x;) avec x’ € R4 et
l'ona

Xq
100 = [ 0,1 v dya

donc par I'inégalité de Cauchy-Schwarz il vient (parce que Q est borné)
IfPF=C f IVF(&, ya) P dya

et le résultat suit par intégation, et par densité de 2(Q) dans H(} (Q) comme dans la démonstration du
Théoreme 1.7.9. O

Dans Hé (Q), lesnormes |V fll;2(q) et Il fll ;2(q) + IV fll 12(q) sont donc équivalentes. Le théoreme de prolonge-
ment suivant est admis.

Théoréme 1.7.11. — Soit Q un ouvert borné de R?, a bord de classe €™ avec m = 1 un entier. Alors il existe
un opérateur linéaire P de W™P (Q) dans W™P (R%) pour tout p dans (1,00}, tel que si f € W™P(Q) alors

1. (Pf)|Q = f,
2. IPfllppgay < ClfllLe ),
3. P fllwmpgay < Cl fllwmp ).

Ce théoreme permet d’étendre les théoremes d’injection de Sobolev au cas des ouverts bornés, dans le
cas d’indices entiers, en notant que si s = d(1/2 —1/p) alors pour tout f € H*(Q) avec Q ouvert borné de

classe ¢!, on a
Ifllzr @ =P fllrr@)

< IPfllppgay
< C”Pf”Hs([Rd)
<C'Nfllas@-

Remarque 1.7.12. — On peut aussi définir de tels opérateurs pour des domaines qui ne sont pas de classe €™,
par exemple un carré en dimension deux, par réflexions successives.

(35)1854-1912
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Les inégalités de Gagliardo®®-Nirenberg®” seront également utilisées dans la suite, et sont 2 comparer aux
injections de Sobolev d’'indice non entier (entre 0 et 1).

Proposition 1.7.13 (Inégalités de Gagliardo-Nirenberg). — Soit Q un ouvert de R4 er soit p € [2,00[ tel
quel/p>1/2—1/d. Il existe une constante C telle que pour toute fonction f dans H(} (Q),

- d(p-2)
(1.7.6) 1 liv < CUf Vi 191y avee o= 2=
Démonstration. — Par densité on peut supposer que f appartient a 2(Q2). Alors les injections de Sobolev

(Théoreme 1.7.9) impliquent que

I fllLr = CIFI ap-»
H 2p (Rd)

Par convexité des normes de Sobolev

1-0 o
”f”]-'[lf([Rd) = "f”Lz([Rd) ”f”Hl(IRZd) pour tout o€ [0’ 1]»

on obtient le résultat. O
Remarque 1.7.14. — En dimension deux, il est faux que H& (Q) s'injecte dans l'espace des fonctions L*°. Par
exemple si Q) = B(0, 1), on peut montrer que la fonction
1
f(x):= (logﬁ)a, O<a<l1/2
X

est dans Hy (Q). En revanche on a toujours l'inégalité de Trudinger™®

fe'f(X)'zdx<oo si fe HY(Q).
Q

Le théoréme de Rellich®? suivant sera trés important dans ce cours.

Théoréme 1.7.15 (théoréme de Rellich). — Soit Q un ouvert borné de R%, a bord de classe €. Toute partie
bornée de H' (Q) est d’adhérence compacte dans L2(Q).

Remarque 1.7.16. — Plus généralement on peut montrer que
— si p < d alors l'injection de WP (Q) dans L(Q) est compacte®?) pourtoutq € (1, p*[ avecl/d =1/p-1/p*,
— si p = d alors Uinjection de WP (Q) dans L9(Q) est compacte pour tout q € [1,00],

— si p > d alors linjection de WP (Q) dans C(Q) est compacte.

Démonstration. — On ne va écrire la démonstration que dans le cas d > 2, le cas de la dimension 2 s’obtient
de maniére similaire®V.

Soit &« une partie bornée de H L(Q) et soit @ > 0, montrons qu’il existe un nombre fini de boules de rayon «
dans L?(Q) qui recouvrent «#. On aimerait appliquer le théoréme d’Arzela-Ascoli pour montrer que < est
relativement compacte dans C(Q;R) et donc dans L?(€2). Cela n’est pas possible directement puisque les

36)1930-2008

311925-2020

38)1942-

391906-1955

@0 yn opérateur T € L(E; F) est compact si T(Bg(0,1)) est une partie compacte de F.

D en montrant d’abord la compacité dans L9 (Q) avec g < 2 et en concluant par interpolation.

(
(
(
(
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fonctions de < ne sont pas suffisamment régulieres, nous allons donc d’abord les approcher par convolu-
tion. Comme la convolution ne préserve pas le support, nous commencons par éliminer les fonctions de </
supportées dans un voisinage du bord de Q (suffisamment petit pour que cette contribution soit néglige-
able, de taille a/3). Ensuite nous montrons que I’on peut remplacer les fonctions de &« par leur régularisées
(quitte a faire une autre erreur de taille @/3), et enfin un argument de compacité permet de conclure pour
les régularisées.

Commencons donc par choisir un ouvert w relativement compact dans Q tel que

a
1.7.7) sup I fll 2w < -
fed 3

Ceci est possible grace a I'inégalité de Holder puis une injection de Sobolev, qui impliquent que

11
£l 20 = ClQ\ @[22 11 fll 2%
1
=ClIQ\wla ||f||H1(Q)
avecl=d(1/2-1/2%).

Soit maintenant y € R4 tel que |y| < d(w,0Q). On rappelle la notation

Tyg8(x):=gx+y).
Pour tout g € @(Rd) on a“?

1
||ryg—g||L1(w)s|y|ff0 IVg(x—ty)ldtdx
w

=lyIVIQHIVEl 2
et donc par 'inégalité de Holder
0 1-6
17y8 — 82w = 1Ty8 — 8l ITy 8~ 8l 27 )
0
< CIy%1Q12 gl oy
avec ) L0
- = H + — .
2 2%
Par densité de @(Rd) dans H!(Q) on obtient qu’il existe une constante C > 0 telle que

sup 17y f = fll ) < ClyI°.
fed
On en déduit qu’il existe un réel € > 0 tel que € < d(w,0Q) et tel que

a
(1.7.8) VyeR?, |ylse, suplityf—flizw==-
fest 3

Soit maintenant y. une suite régularisante. Soit

'Q{g,w::{(xb'*f)‘w, fE.SZf}
Pour feo/ etxewona

Ixs*f(x)—f(x)ISf [Ty f(xX) = f(X) xe(y)dy
B(0,¢)

B

donc par I'inégalité de Jensen*®

|Xe * F(0) - F]” < fB o T ~ fP xe(ndy

g

42 appliquer Taylor avec reste intégral a £ — g(x + ty)
43)1859-1925
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et donc par (1.7.8) et le théoreme de Fubini

a
(1.7.9) sup || xe * f = fl 20 < sup sup It—y f = fll 2y < -
fedt fest lyl<e 3

Enfin pour f € of on a par I'inégalité de Young

lxe *f”LOO@ = ||Xg||L2(Rd) ||f||L2(Q)
et de méme
IV(xe *f)“LOO(E) = ”vXE”LZ(Rd) ||f||L2(Q)

donc <, est uniformément bornée et équicontinue, donc par le théoreme d’Arzela-Ascoli elle est rela-
tivement compacte dans C(@;R) et donc dans L?(w). Il existe donc un entier N et des fonctions g1,...,gn
de L?(w), que I'on prolonge par 0 a Q, telles que

N a
(1.7.10) Aew< | Br2(gi, E)'
n=1

Nous pouvons maintenant rassembler tous ces résultats. Soit f € H LQ) et soit i € [1, N] tel que

a
||gi_X£*f||L2(w) = E
Alors on écrit
2 2 2
”f_gi ”LZ(Q) = ||f”L2(Q\w) + ”f_gi”LZ(w]

donc
I1f=&illiz) = I fllzvew) + I1f = &ill 12 w)

a
=3+ If—&ill22(w)
par (1.7.7). Mais

If—8ill 2wy =118 = Xe * fll2w) +1f = xe * flli2w)
2a
S JRN—
3
par (1.7.9) et (1.7.10). On en déduit que

N
o U Bj2(gi, ).
n=1
Le théoreme est démontré. O

Remarque 1.7.17. — Le résultat est faux si Q nest pas borné. Par exemple sil:= (1,...,1) € R? on consi-
derep e 2(B(0,1)) et

Gn(x) :=p(x—nl).
Cette suite est clairement bornée dans H! ([R{d), mais si n # m alors
2 2 2 2
1= Pl gty = 1912 ooy + b2 gty = 20122 g

donc (¢,,) nest pas de Cauchy dans L*([R?).
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1.8. Résultats d’approximation

1.8.1. Approximation par régularisation. — On énonce ici plusieurs résultats utiles d’approximation de

fonctions.
Théoreme 1.8.1. — Soit f une fonction continue a support compact dans R? et soit ({¢)eejo,1| Une suite régu-
larisante. Alors (¢  f appartient A D (R?) et
(é‘ * f - f) [ 0)
uniformément surR?. De mémesil < p <oo et si g € LP(R?) alors{, x g appartient a € [R?) et
(1.8.1) (oxg—g, €—0,
dans LPRY).
Démonstration. — Soit f une fonction continue a support compact dans R?. Le fait que { * f appartienne

22 (R?) est une conséquence immédiate des régles de dérivation du produit de convolution. La convergence
s’obtient en constatant que

1 y
(g*f(x)—f(x)—g—ded((z)f(x—y)dy—f(x)
=fRdC(y)f(x—€y)dy—f(x)

=fRd (W(fx—ey) - fx)dy
et le résultat suit de la continuité (uniforme sur le support de ¢) de f.

Silsp=soocetge L”([Rd) alors de méme (, x g appartient a <€°°([Rd) (puisque { € LY ([Rd), ainsi que toutes
ses dérivées). Supposons maintenant que 1 < p < co et montrons (1.8.1). Par densité des fonctions continues
a support compact dans L” (R?) on peut se ramener au cas oil g est continue a support compact puisque
si f € Cc(R%) alors
e *g_g"U!(Rd) <|I¢e *f_f”Lp(Rd) + ||f_g”Ln([Rd) +1{e * (f_g)”Lp(Rd)
= ”CE *f_f”Lp(Rd) +2||f_ g”Lp(Rd] .

Enfin .

IS * f = Fll o gay = IS * f = Fll oo |BO; L+ )17
puisque le support de ¢ est inclus dans B(0, 1). Le résultat suit par le calcul précédent. O
Remarque 1.8.2. — Il est clair par la démonstration qu'il n'est en fait pas nécessaire que la suite régularisante

soit a support compact pour que le résultat d'approximation dans L soit vrai.

1.8.2. Approximation par différences finies. —

Proposition 1.8.3 (Un résultat d’approximation dans LP). — SoitQ un ouvert de R4, et soit Q' relativement
compact dans Q. On pose § := dist (', 0Q). Soit f une fonction dans LIIOC(IRd). On pose pour tout h #0

1
Dif:= E(rhekf—f) et D"f:=D}f,....D"f),
ou l'on rappelle la notation e, f := f (- + he).

1. (Commutativité avec les dérivées au sens des distributions) Si f,0;f € LIIOC(IRd), alors

0;D}f=Dlo;f.
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2. (Intégration par parties) Si f € LP(R%) et g € L' RY) avecl < p < oo, alors

f (D} f)gdx =~ f f(D"g)ax.
3. (Leibniz™¥) Si f € LP(R?) et g € LP' (R?) avec1 < p < oo, alors
D} (fg)=(D}fIg+ The f)(D}g) = (DL + (D f)(The, )
4. Sife WLP(Q) avecl < p < oo, alors pour tout h €] —6/2,6/2[ non nul

IDnfllzrny < IVl -

5. Si f e LP(Q) avec1 < p < oo, et s'il existe une constante C > 0 telle que pour tout h €] —6/2,6/2[ non nul

on ait
D" fllpian < C
alors f € WP (Q') et
IVFlzr oy =C.
Démonstration. — On ne va démontrer que les deux derniers points, les autres étant plus faciles et laissés

en exercice.
4. Par densité on peut supposer que f estréguliere. On a
fx+he) - fx) = hfoldxkf(x+ they) dt
et 'inégalité de Jensen fournit
|fx+her) - f0)|” < |h|'”f01 0y, f(x+ they)|P dt.
On conclut par intégration et le théoréme de Fubini.

5. Parle Théoreme 1.3.3 de Banach-Alaoglu, quitte a extraire une sous-suite il existe une fonction f; € L” (Q0')
telle que Dlh f converge faiblement vers f; dans L” (Q') quand & tend vers 0. Mais pour toute fonction test ¢

| roite==[ Dlfe.
Q Q

Comme Dl.‘h(p converge uniformément vers d;¢ on a

]Q/fai(PZ—fQ/fi(P

donc 0; f = f;, d’oli le résultat. O

on a pour h suffisamment petit

1.9. Intégrale de Bochner

On sera amené a utiliser souvent des espaces du type LP (I; E) o1 I est un intervalle ouvert et E un espace de
Banach, typiquement L9(Q) ou H*(Q). On ne va pas rentrer dans la construction précise de ces espaces, et
renvoyons par exemple a Yosida, Functional Analysis ou Droniou Intégration et Espaces de Sobolev a Valeurs
Vectorielles pour plus de détails.

“44)1646-1716
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Si E est un espace de Banach et I est un intervalle ouvert, on dit que u: I — E est (BochnerY-) intégrable

s'il existe une suite (1,,) nery de fonctions simples® sur I telles que pour presque tout £ € I
[un(®)—u@®|,—0, n—oo

et

fI”un(t)—u(t)”Edt—»O, n— oo.

Alors l'intégrale (de Bochner) de u est défine par

T
fu(t)dt:z limf up(t)dt.
I n—oo Jo

On peut montrer que cette limite existe, qu’elle ne dépend pas de la suite (u,), etquel'ona

“flu(t)dr”Edtsf1||u(,f)||Ed,;_

On a aussi, pour tout f € E*,

<f,f1u(t)dt>=f0T<f,u(t)>dt.

L'espace L”(I; E) est alors, pour tout 1 < p < oo, 'espace de Banach de toutes les fonctions (Bochner-) inté-
grables u: I — E telles que

1
(f||um||gdt)p i 1=p<oo
lullLrr;E) = I .
sup”u(t)“E si p=oo
tel

Notons que L” (I; E*) estle dual topologique de LP(I; E) si1 < p < oo (en notant p’ I'exposant conjugué de p,
défini par 1/p+1/p’ =1), et si E* est séparable ou si E est réflexif.

Attention : il est vrai que L”(I;LP(I)) = LP(I x I) si 1 < p < oo, mais on peut construire des contrexemples
dansle cas p = co™?.

1.10. Régularité et compacité

Dans cette derniere section on démontre deux résultats tres utiles pour la résolution d’EDP d’évolution. Le
premier est dii 4 Lions“® et Magenes“?.

Lemme 1.10.1. — Soient trois espaces de Hilbert séparables V — # — V' telles que ces injections sont con-
tinues, et tels que

Viedl, YveV, (f,v)=(flv)ze.
Soitu e L*([0, T1; ) telle que d,u € L*([0, T1; 7). Alors u € 6€°([0, T]; ) et de plus

1. pour toutv eV, on a au sens des distributions sur [0, T

d
E(u(t)lwgfﬂ@;u, v);

(45)1899-1982

48)Une fonction est dite simple si elle est mesurable, s'annule en dehors d’'un ensemble de mesure finie et prend un nombre fini de
valeurs.

“@Dyoir Droniou, Intégration et Espaces de Sobolev a Valeurs Vectorielles pages 28-29
(48)1928-2001

49)1923-2010
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2. il existe une constante C > 0 telle que

el zoo o, 71520 < C Il 20, 7357y + 10Ul 1200, 79:771)) -

Démonstration. — On commence par étendre a R et régulariser la fonction ¢ — u(f). Pour I'étendre, on
peut par exemple considérer deux fonctions ¢ et ¥ dans 2(R) postives, telles que ¢ + 1 = 1, et supportées
respectivement dans | — 7/4,3T/4[ et [T/4,5T/4[. On pose alors @i := v+ w ol

v():=@Hu()sitel0,T], v(t):=@(=nHu(-t)si—t€]0,T]etv(t):=0 si [f|>T

et
w):=wu(®)sitel0,T], w(@):=yRT-Du@T-1t)site]T,2T]etw(t):=0si|t—-T|>T.

Enfin on régularise en temps, par convolution par une approximation de l'identité {, := e 1¢(-/e) avec ( €
2(R) positive d’intégrale 1: la fonction u, := { % ii est dans 2(R;¥) et converge vers u dans L>([0, T]; 7).
On a également que 0,1, converge vers 0,u dans L2([0, T);7") et enfin u,(£) converge vers u(t) dans 7 pour
presque tout ¢ dans [0, T]. Enfin il existe une constante C > 1 telle qu'uniformément en

(].10].) ” ug ”LZ(Rﬂ/) = C” u”LZ([O'T]ﬂ/) = C” ng ”LZ(R;V) .

On a pour tout £ € R
t

tod
(1.10.2) ||ug(t)||2jf=f a(ue(s),ue(s))”ds:Zf (05146 (5), e (5)) , ds

—00

et ainsi pour tout €, 7

t
e (8) = un (0| < 2[ (|05 ue (8) = Bsuy (9)|| 51 || the () — iy ()|, s
—00
= 2[|0s1ue = 0run| 2y | e = tn | 2 ) -

Les suites u, et 9;u, sont de Cauchy respectivement dans L?(R;7) et dans L?(R;7"), donc u, est de Cauchy
dans C.(R; /) et converge donc uniformément sur [0, T] vers une limite v € C([0, T]; #). Comme u, con-
verge presque partout vers 1 on peut donc identifier u et v hors d'un ensemble de mesure nulle et donc ainsi
redéfinie la fonction u est dans C([0, T1; #). De plus par I'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée a (1.10.2)
comme ci-dessus, associée a (1.10.1), on a

el oo (g0, 73,2) < C1 1l 1210, 7353y + 10l 1210, 7:91)

Enfinsi®e2(0,T[;R) et ve ¥ alors®ve 20, T[;7) etl'ona

T T
f(atug(t),cp(r)v)dt—»f (0ru(), ®(t)v)dt
0 0
et
T T T
f{@tug(t),d)(t)v)dt:—f @'(t)(ug(t),v>dt—>—f ' (1) (u(n), v) 4 dt.
0 0 0
On a donc que pour tout ® € 2(]0, T;R) et ve ¥

T T
/ <6,u(t),®(t)v)dt:—f ' (1) (u(0),v) 4 dt
0 0

et le lemme suit. O

Le second résultat est dit 2 Aubin®? et Lions.

5011939
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Lemme 1.10.2. — Soient X — Y — Z trois espaces de Banach tels que X, Z sont réflexifs et que l'injection
de X dans 'Y est compacte. Soit1 < p, q < oo et (u,) une suite de fonctions définies sur [0, T| a valeurs dans X,
uniformément bornée dans L9([0, T1; X) telle que (0,uy) est uniformément bornée dans L” ([0, T1; Z). Alors il
existe une sous-suite de (uy) qui converge fortement dans L9([0, T]; Y).

Démonstration. — Ce résultat repose sur le lemme suivant, que I’on admet provisoirement.

Lemme 1.10.3 (Lemme d’Ehrling). — Sous les hypotheses du Lemme 1.10.2, pour tout € > 0, il existe une
constante C; telle que pour toutu € X,

luly <ellullx + Cellullz.

Soit (u;) une suite bornée dans L7([0, T1; X). Cet espace est réflexif, donc par le Théoreme 1.3.3 de Banach-
Alaoglu, il suffit de montrer que si u,, tend faiblement vers 0 dans L9 ([0, T]; X) et 0 u,, tend faiblement vers 0
dans LP([0, T]; Z), alors u,, tend fortement vers 0 dans L9([0, T]; Y). Par le Lemme 1.10.3, il suffit de montrer
que uy, tend fortement vers 0 dans L7([0, T1; Z). On remarque que (u,) est bornée dans C([0, T1; Z), donc par
le théoreme de convergence dominée, il suffit enfin de montrer que pour presque tout ty € [0, T1, (1, (%))
tend vers 0 fortement dans Z.

Soit donc #, fixé. On remarque que pour tout #; > ty,

1 h 1 n
un(tp) = f up(t)det - f (1 = D)0 un(t)dt.
1 — 1 Jgy =1y Jg

Le second terme tend vers 0 dans Z quand t; tend vers fy, uniformément en n, car

t ,
”[ (fh — )0 uy (1) dt“ <sup 10, unllzr o, 11,2 (11 — 1) 1P
to Z neN

5]
Pour traiter le premier terme, on remarque que v, := f u, (1) dt tend faiblement vers 0 dans X

I = 1o Jiy

puisque pour tout f € X*

5]
W f) = [ Cunto), praie o,
I =10 Jy
La suite v, converge donc fortement vers zéro dans Z, et le résultat suit. O
Démonstration du Lemme 1.10.3. — Si I'inégalité n’est pas vraie, alors il existe € > 0 et une suite (¢,) de

norme 1 dans X telle que
lonlly =2+ nl@nallz.

Quitte a extraire une sous-suite, ¢, converge fortement dans Y puisque I'injection de X dans Y est com-
pacte, vers une limite ¢. Comme

1
lonllz<—l@nly,
n

on en déduit que ¢ = 0, alors que [|¢,|ly = € donc |l¢|ly = €. D’ot1 la contradiction. O
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1.11. Différentes notions de solutions ’EDP étudiées dans ce cours

Nous serons intéressés a résoudre des EDP, autant que faire se peut, au sens de Hadamard®? : nous
chercherons a déterminer si a partir des données du probleme (condition initiale en temps, condition aux
bords en espace), on est capable de produire une unique solution, qui soit de plus stable par perturbation
des données. Nous chercherons aussi a décrire le plus de propriétés possibles de la solution (controler sa
taille, son signe le cas échéant, sa vitesse de propagation, son comportement en temps grand...). Comme
évoqué en préambule dans le cas d’équations algébriques, la question de I’espace fonctionnel dans lequel
choisir la solution est déterminante, et nous donnons ici un apercu des différents types de solutions d’EDP
que nous exhiberons dans ce cours. La terminologie introduite ci-dessous (notamment les notions de
solutions classiques, au sens des distributions, faibles, fortes), est relativement usuelle mais on pourra
trouver d’autres définitions dans la litérature.

Une solution sera dite “classique" si tous les termes de ’équation ont un sens dans I'’espace des fonctions
continues en les différentes variables en jeu, et I'équation est donc vérifiée ponctuellement. Par exemple u
est une solution classique de I'équation de la chaleur 6,u — Au = 0 sur R? si la donnée initale Ujt=0 = Up
est continue dans la variable d’espace, et si 0;u et Au sont des fonctions continues du temps et de la vari-
able d’espace. Une facon d’obtenir une solution classique est de s’appuyer sur une formule explicite de la
solution. Par exemple dans ce cas on a nécessairement

1 ey
u(t,x) = dfe i uy(y)dy.
(4me)2

Cette formule s’obtient en remarquant que la transormée de Fourier de I'équation est '’équation différen-
tielle ordinaire 8, & + |£|2% = 0 dont la solution explicite est 7i(t,&) = e " ¢ iiy(&). Ce type d’approche est utile
dans la mesure o1 une formule explicite, si on sait ’analyser, donne toutes les informations possibles sur la
solution (noter que la formule peut finalement avoir du sens sous des hypotheses de régularité plus faibles
sur les données, distributionnelles par exemple). En revanche dans la pratique il est rare d’obtenir de telles
formules explicites : dés que les opérateurs en question sont a coefficients variables, ou que I'équation est
non linéaire, 'opérateur (s’il existe) reliant la donnée a la solution sera abstrait ou non explicite et ne fournira
souvent pas directement d'information sans davantage d’analyse.

1l s’agit alors de recourir a des méthodes plus robustes pour résoudre le probleme, et donc alléger les exi-
gences de régularité imposées a la solution recherchée. A I'extréme on peut rechercher des solutions “au
sens des distributions” : I'idée, vague, est de multiplier formellement I'équation (le systéme) par une fonc-
tion test (un vecteur dont les composantes sont des fonctions test), d’'intégrer dans toutes les variables et
de faire porter toutes les dérivées partielles sur cette fonction test par intégrations par parties. Si la formule
obtenue est vérifiée pour toute fonction test, alors on a une solution au sens des distributions au probléme.
Notons qu'une solution classique (pourvu qu’elle ait des conditions de croissance raisonnables a I'infini)
est toujours solution au sens des distributions. Par exemple dans le cas de I’équation de la chaleur, on dira
que u est une solution au sens des distributions si

t
(LILD  VoeDRxRY), (u®), ¢ty gdxard _fo (U, AP) g1 gty xp ety At = (U0, PO gy ety x o e

pour presque tout ¢ > 0. Pour démontrer l'existence de ce type de solution, la méthode générale consiste
a approximer I'équation (par convolution de tous les termes avec une approximation de I'identité par ex-
emple), et de démontrer I'existence d'une solution classique a cette équation approximée. Cette solution
classique est (la encore si elle croit au plus polynémialement a I'infini) également une solution au sens des

61)1865-1963
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distributions, et toute la difficulté consiste alors a passer a la limite dans tous les termes de l'identité au
sens des distributions associée. Pour cela il faut obtenir des “bornes a priori” sur cette famille de solutions
approximées, ce qui nécessite d’avoir recours a des “méthodes d’énergie” (utiliser la solution elle-méme
comme fonction test par exemple, pour en déduire des bornes uniformes). L'application d'un théoréme de
type Banach-Alaoglu permet alors de passer a la limite dans les termes linéaires de la formulation au sens
des distributions. S’il y a des termes non linéaires, il faudra avoir recours a un argument de compacité de
type du théoréeme d’Aubin-Lions (rappelons qu’on ne peut pas passer directement a la limite faible dans un
terme non linéaire). Cette méthode ne peut donc fonctionner que sil’équation “fournit” des bornes a priori
sur les solutions — c’est en général le cas si I'équation est reliée a un phénomene physique —, ainsi que de
la compacité. Quand elle fonctionne, cette construction permet ainsi d’obtenir non seulement I’existence
d’une solution au sens des distributions, mais aussi un espace fonctionnel dans lequel vit cette solution —
pourvu que la donnée initiale soit choisie dans un espace convenable. Par exemple pour 'équation de la
chaleur, cette méthode indiquerait par exemple que ug € L?(R%) est un choix pertinent et que la solution au
sens des distributions ainsi obtenue est dans I'espace L®(R* L2 (IRd)) NL2(RY; H! ([Rd)) : cela se devine de la
formulation au sens des distributions (1.11.1) en prenant ¢ = u. On dit alors qu’on a affaire & une solution
“faible’. Cette méthode fournit un procédé de construction d’'une solution faible (qui peut étre parfois utilisé
comme un schéma numérique pour résoudre I’équation si 'on contréle suffisamment la convergence de la
solution approximée vers cette solution faible), en revanche elle ne dit rien de 'unicité en général. D’autres
arguments sont alors nécessaires.

Une solution “forte” est en quelque sorte intermédiaire entre ces deux notions (“classique” et “faible”) : c’est
une solution faible qui est en outre continue en temps a valeurs dans un certain espace, parfois celui fourni
par la méthode ci-dessus mais pas toujours. Une telle solution s’obtient en général par une méthode de
point fixe dans les Banach, apreés avoir mis I'équation sous forme intégrale (par une méthode de type “vari-
ation de la constante”), ce qui permet d’obtenir a la fois I'existence et 'unicité de la solution. Ce type de
solution, obtenue par point fixe sur la formulation intégrale, est parfois appelée “mild”. Concretement si
I'on considére 'équation de la chaleur non linéaire 0,u — Au = F(u) sur R4 on cherchera a implémenter une
méthode de point fixe pour I'équation
u(t) = e uy +f0te(t_ﬂ)AF(u(t’)) dr', avec e“f:= 9_l(e_t|“tlzgf(<f))-

Lopérateur e’® est le prototype d’'un “semi-groupe”, notion qui sera abordée en TD. Cette technique de ré-
solution utilise moins la structure de I'équation que la méthode précédente donnant des solutions faibles :
aucune information de type “borne a priori” n’est nécessaire, seulement des estimations de continuité des
opérateurs en jeu dans 'espace fonctionnel dans lequel on implémente la méthode de point fixe. Elle est
donc plus robuste (seules les estimations sont utiles, pas la forme explicite des opérateurs), mais donc par-
fois moins efficace : la méthode de point fixe nécessite des conditions de petitesse, qui peuvent étre difficiles
a garantir globalement en temps sans utiliser la forme précise de 'équation.

Nous mettrons toutes ces techniques en ceuvre dans ce cours, dans des cadres variés. Notons que les choix
faits sont un peu arbitraires, beaucoup d’équations pouvant se résoudre par I'une ou 'autre méthode. Le
dernier chapitre de ce cours, portant sur les équations de Navier-Stokes, sera I’'occasion d’opérer plusieurs
de ces techniques sur une méme équation.

— Solutions classiques
o Equations d’ordre 1, Section 2.1 page 37 (méthode des caractéristiques)
« Equations de transport, Section 2.2 page 43 (méthode des caractéristiques)
« Equation de Laplace-Poisson, Section 3.1 page 65 (solution explicite)
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« Equation de la chaleur, Section 3.3 page 75 (solution explicite)
- Solutions au sens des distributions
« Equations d’ordre 1 en temps, d’ordre quelconque en espace, Section 4.1 page 90 (formule)
« Equation des ondes linéaire, Section 4.2 page 93 (formule)
« Equation de Schrodinger linéaire, Section 4.3.1.1 page 98 (formule)
- Solutions faibles
« Equations elliptiques, Section 3.2 page 70 (Lax-Milgram)
« Equations paraboliques, Section 3.4 page 77 (approximation)
« Equation de Navier-Stokes, Section 5.2 page 117 (approximation)
- Solutions fortes :
« Equation de Schrédinger linéaire, Section 4.3.3 page 101 (estimation d’énergie)
« Equation de Schrédinger non linéaire, cubique Section 4.3.6 page 108 (point fixe)
« Equation de Navier-Stokes, Section 5.4 page 128 (point fixe)
— Autres : solutions généralisées d’équations de transport, Section 2.2.1.3 page 48 (formule).

Remarque 1.11.1. — Ce cours est tres loin d’étre exhaustif, aussi bien pour ce qui est des exemples A’'EDP que
nous analyserons, que des techniques mises en ceuvre. Citons par exemple les équations d’Euler, de Boltzmann
(et d’autres équations dites cinétiques, comme Vlasov, Fokker-Planck...), les équations d’Hamilton-Jacobi, de
Monge-Ampere... ainsi que de nombreuses variantes aux modeéles étudiés dans ce cours. De nombreuses tech-
niques importantes n'ont pas été abordées, comme celles venues du calcul des variations, de l'analyse microlo-
cale ou semi-classique, les solutions de viscosité...

N’hésitez pas a demander des références bibliographiques !

1.12. Exercices

Exercice 1 %% Un résultat de type Osgood en dimension infinie

Soit E un espace de Banach, I un intervalle ouvert de R et (#y, xo) € I x E.

Soit w une fonction continue, croissante de R* dans R*, nulle en 0 et strictement positive ailleurs, et telle

qu’il existe rg > 0 tel que
o dr
o
0o w(r)

On définit 'ensemble C,, des fonctions continues bornées de E dans E telles que

IF(x)—F(p
1l 1= 1Fll oy +sup — =
xzy wlx—ylD
On considere F € L} oc (s Cw), et on souhaite montrer qu'il existe un intervalle J < I contenant 7 tel que
I'équation
t
(EDO)  x(1) =xo +f F(t',x(t") dr’
1

0
a une unique solution définie sur J.

1. On commence par démontrer un résultat intermédiaire : on considere a € L}OC(I) positive, et une
fonction p telle que pour un réel positif b on ait

t
ﬁ(t)st(t):=b+f a(thw (@) dr .

4]
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Montrer que si b # 0 alors
t > dr
Q(b) < f a(t)dt' +Q@E(@), QU'):= fz —_—
fo o o(r)
Montrer que si b = 0 alors p estidentiquement nulle. On pourra raisonner par contradiction et montrer

pour tout a >0
t

t
Q(a)sfla(t')dt'+(2(5), 6:= 1a(t’)w(sup,o(t”))dr’

fo 4} [to,t']

avec f; a déterminer.
2. Posons

t
xk+1(t)=xo+f F(d,xp () dt" et pr(t):=sup | xgs14n(t) = Xgs1 (D]l
to n
Montrer que
t
Ospk(t)sf a(tw(p(th) dt’
4}

3. Conclure.

Exercice 2 #Espaces de Sobolev sur un ouvert borné de R"

Soit Q un ouvert borné de R”. Lespace de Sobolev homogéne Wom’p (Q) est défini comme 'adhérence dans
WP (Q) de €°(Q).

1. Soitue WhP(Q)etve ‘61; (Q) (i.e. v et ses dérivées sont bornées sur Q). Montrer que uv € WHP(Q) et les
dérivées au sens faible vérifient

Vi=1,...,n, 0;(uv)=0;u)v+ud;v).
2. Montrer que si u € WP (Q) et € €} (Q) alorsqu e WOI"”(Q).

3. Montrer que pour 1 < p < p’ < oo, whr'(Q) s'injecte continiment dans W7 (Q).

4. Soit G € €' (R, R) une fonction a dérivée bornée. Montrer que si u € WP (Q) alors Gou € WP (Q) et que,
au sens des distributions,

V(Gou) = (G ou)Vu.

5. Soit Q' un ouvert de R? relativement compact dans Q, et § := dist(Q2',0Q). Pour h dans R", soit 7},
I'opérateur de translation par k. Etant donnée f dans L”(Q), p > 1, montrer que

fewr?@) e sup A7 HTRf - fllrq) <oo.
0<|h|<d
Exercice 3 %Florilege d’équations

1. Etant donné un réel h, trouver tous les f dans L' (R) N 6! (R) tels que

VxeR, f'(x)=f(x+h).
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2. Etant donné f dans L2(R"), montrer qu'il existe une unique fonction u dans H?(R") telle que u— Au = f
presque partout.

3. Vérifier que pour tout entier d = 3, la distribution

1
(d—-2)[$97||x]4-2
est une solution fondamentale du Laplacien. Proposer un candidat pour E,.

Eq(x):=

Exercice 4 %% Une définition alternative de H°

On rappelle que I'espace de Schwartz . est défini comme 'espace des fonctions f de €*°(R") telles que
pour tout d dans N et tout & dans N¢,
sup | (1 +1x12)#"26% f(x)| < co.
xeR”
Pour s réel, on introduit les quantités
1/2

- - 1/2
= [ aietrifora) e i ([ erifora)

et les espaces correspondant H* et H® de distributions tempérées f, définis en imposant que f soit une
fonction mesurable telle que || f || g= et || fl ;s soient respectivement finies.

1. Montrer que H* est un espace de Hilbert, et que H® en est un si et seulement si s < d/2.

2. En considérant le produit scalaire avec les translatées d'une gaussienne, montrer que .%(R") est inclus et
dense dans H°.

3. AT’aide de fonctions plateau, montrer que . (R") est dense dans W2 (R).

4. Lorsque s = m = 1 est un entier, montrer que les normes de H™ et W"»?(R") sont équivalentes sur . (R").
En déduire H™ = W™2(R").

Exercice 5 %% Opérateurs linéaires équivariants par translation

Un opérateur linéaire T sur un espace de fonctions est dit équivariant par translation s’il commute avec
toutes les translations 7. Cela concerne notamment tous les opérateurs différentiels usuels !

1. Lorsque T est un opérateur linéaire équivariant par translation sur les fonctions f : Z/NZ — R, mon-
. . N . . _ 2iknm
trer que T est une convolution discrete, et que sa matrice dans la base de Fourier e (n) := \/Lﬁe N est

diagonale.

2. Lorsque 1 < p <oo, et que T: LP(R) — L*°(R) est linéaire continu équivariant par translation, monter que
T(LP (R)) ne contient que des fonctions uniformément continues.

[Indication : on pourra montrer que f dans L (R) admet un représentant uniformément continu si et seule-
mentsi |7y f — fllgo — 0lorsque h — 0.]

3. En déduire que I'application LP(R) — R, f — T(f)(0) est bien définie dans le dual de L” (R).
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4. En conclure que T est un opérateur de convolution avec un élément de L’ R).

5. Par dualité (transposition), montrer qu'un opérateur linéaire continu L' (R) — L”(R) en induit un autre
L” (R) — L®(R).

6. Déterminer les opérateurs linéaires continus équivariants par translation LYR) — LP(R), pour 1 < p <oo.

Exercice 6 %% % Sur 'image de L! (R) par la transformée de Fourier

1. Pour n = 1, montrer I'existence de f, dans L' n L*(R) telle que f,, = T=1,1] * T=n,n). En déduire que G
L*n%o(R).

2. Montrer que (fn)nzl est bornée dans L>(R), mais que (f;) ;=1 ne l'est pas dans LY (R).

3. En déduire que la transformée de Fourier (TF) est linéaire, continue, injective L' (R) — %, (R), mais non
surjective.

4. Montrer que I'image de €>°(R) par la TF est incluse dans L (R), puis que €°(R) est inclus dans I'image
de L'(R).

5. Alaide d’une fonction plateau, conclure que I'image de L' (R) par la TF est dense dans %, (R).

1.13. Solutions de quelques exercices

Résultat de type Osgood en dimension infinie

1. On note que si b > 0 alors la fonction Ry () est strictement positive et on calcule facilement que
_i(Q(Rb(t))) = i(Rb(f));
dt dt w(Rp (1))
Le résultat suit par intégration, parce que —(Q est croissante et g < Rj,.
Si b =0 alors pour f; bien choisi on a § > 0 et le résultat précédent montre que

1
Q(b) sf ’ a(tdt' +Q(g+96)
t

1
etla contradiction vient de '’hypothese sur w. Lunicité suit directement.
2. Linégalité
t
0<pr() < f a(tw(p(th) dr’
fo

suit directement de la croissance de w, et le lemme de Fatou®?

permet d’écrire que
t
p(t) :=limsup pi(t) < f a(thw(p(th)dt' .

k—o00 fo

3. On conclut directement a I'existence par la premiére question.

(52)1878-1929






CHAPITRE 2

Equations d’ordre 1, Equations de transport

Sommaire

2.1. Méthode des caractéristiques. . ............................ 37
21.1.Caslinéaire...........c.cociiiiiiii i 38
2.1.1.1. Analyse de 'équation. . . . ... ...cooiiiiian... 38
2.1.1.2. Probléme de Cauchy
2.1.2. Cassemi-linéaire............. ...t 40
2.1.3.Cas quasi-linéaire...............ccoviiiii... 40
2.1.4. Cas compléetement non linéaire. .....................oo... 41
2.1.5. Le cas multidimensionnel
2.2. Equationde transport. . ....................ccooeiuna... 43
2.2.1. Transport a coefficients constants. . ........................ 43
2.2.1.1. Méthode des caractéristiques dans R casCh.................. 44
2.2.1.2. Le probléeme aux limites, casrégulier....................... 44
2.2.1.3. Solutions généralisées.................... ... .. 48
2.2.2. Transport a coefficients variables........................... 50
2.2.2.1.Résolution, casfort. ... 50
2.2.2.2. Résolution, cas conservatif
2.3.EXercices. ......... ..ot 52
2.4. Solutions de quelques exercices. . .................c.cooiuuue.. 58

2.1. Méthode des caractéristiques

C’est une méthode générale qui permet de trouver des solutions a une équation du type
F(X,u(X),Vu(X)) =0, XeR4,

On commencera par le cas ol d = 2, qui est trés courant dans la pratique (une variable correspond au temps,
l'autre a'espace), que I'on déclinera suivant le type de non linéarité de F.
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2.1.1. Cas linéaire. — On considere des fonctions dépendant de la variable de temps ¢ et de la variable
d’espace x et 'on se place dans R x R pour simplifier.

On considére donc 'EDP d’inconnue u: (¢, x) e Rx R— u(t,x) €eR
(2.1.1) a(t,x)0.u(t,x)+ b(t,x)0 u(t,x) =c(t, x).

On suppose que les fonctions a, b, ¢ sont réguliéres (au moins C!).

2.1.1.1. Analyse de I'équation. — On note que si u est solution alors pour tout (¢, x)
(a(t,x),b(t, %), c(t,x)) L (0 u(t, x),0xu(t,x),-1).

En définissant la surface & := {(t, x, u(t, x))} de R3 alors (a(t,x), b(t,x),c(t,x)) est dans le plan tangent
a % en chaque (t,x, u(t,x)) car (0;u(t, x),0,u(t,x),—1) est un vecteur normal a . en (f,x, u(r,x))V. Ré-
soudre (2.1.1) revient donc a trouver une surface .# telle que pour tout (¢, x, v) € &, (a(t, x), b(t, x), c(t, x))
appartienne a T(;,x, )% .

On commence par construire une courbe € := {(t(s), x(s), v(s))} dans ., paramétrée par un réel s, telle que
pour tout s, le vecteur (a(z(s), x(s)), b(#(s), x(s)), c(£(s), x(s))) est tangent a la courbe. Ainsi la courbe s —
(2(s), x(s), v(s)) vérifie les équations intégrales

i(s) = a(t(s), x(s))
%(s) = b(t(s), x(5))
0(s) = c(2(s), x(s)).

Les courbes intégrales du champ V := (a(t, x),b(t,x),c(t, x)) sont les courbes caractéristiques de (2.1.1). On
trouve une solution a (2.1.1) en construisant . comme la réunion de ces courbes caractéristiques. Une telle
surface sera dite surface caractéristique.

Etudions un exemple. Considérons I’équation de transport

Oru+adyu=0
u(0,x) = ®(x),

avec « un réel non nul. On cherche la surface .. On définit I := {(O, r),r € R} la courbe sur laquelle la

solution est prescrite. La surface doit rencontrer (0,7,®(r)). On fixe donc r € R et on construit la courbe
caractéristique issue du point (0, r,¢(r)):

Ost(s,r)=1, £(0,7r)=0
0sx(s,r) =a, x0,r)=r
osv(s,1)=0, v(0,r)=®(r).

On trouve
ts,r)=s, x(s,n)=as+r, v(sr) =o(r).
Mais alors on peut considérer inversement
s(t,x)=t, r(t,x)=x-at,

et donc
u(t,x) = v(st,x),(t,x) =@(x-ar) .

M On I'obtient par exemple en prenant le produit vectoriel des deux vecteurs tangents (1, 0,07u(t, x)) et (O, 1,0 u(t, x)).
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2.1.1.2. Probléme de Cauchy. — Soit I" une courbe de R? de classe C!, on cherche a résoudre I'équation

{ a(t,x)0;u(t,x) + b(t, x)0u(t,x) = c(t,x), (t,x)eR?

(2.1.2)
ur(t,x) =o(t,x), (tx)el.

On note qu'’il faut nécessairement prescrire des conditions de compatibilité su I’ensemble I'. En effet dans
'exemple précédent ot a = 1 et b = a, le choix T := {(¢,x) € R?/x = at} donne un probléme mal posé
puisque u est constante sur les lignes de niveau de x — at. D'une part il faudrait que ® soit constante sur T,
et d’autre part on ne pourrait pas déterminer u ailleurs.

On paramétrise dorénavant I" par
(2.1.3) F={(71(r),yz(r)), reR}-
Définition2.1.1. — On dit que T’ est non caractéristique pour (2.1.2) si I' est nulle part tangente aux
points (a(y1(r),y2(r), b(y1(r),y2(r))), en d'autres termes
vreR, (ayi(m,y2(n),b(y1(m,y2(n))- (= 12,y () #0.

Dans I'exemple précédent ou T := {(¢,x) eR*/ x = at} ona (y1(r),y2(r)) = (r/a,r) et donc
al () 72(0), b (0, 720)- (=720.740) = (00 (=1, 1) =0,

La courbe T est donc caractéristique pour le probleme, et on ne peut pas le résoudre. En revanche
I'ensemble I':={(0,x) € R?/xe R} est non caractéristique puisque

a(y1(r),y2(N), b(y1(r),y2(n)) - (=5, y1 (1) = (1,a) - (0,1) #0.

On va construire une surface intégrale .¥ comme réunion de courbes caractéristiques
Ost(s,r) = a(t(s,r),x(s,1)), £0,r)=y1(r)
05x(s,1) = b(t(s,1),x(s,1)), x(0,r) ="7y2(r)
osv(s,r) =c(t(s,1),x(s,1)), v0,1)=D(r).
Par le théoreme de Cauchy-Lipschitz, il existe une unique solution locale (s,r) — (¢, x,v)(s, 1) issue de ces
données initiales. S’il existe H(t, x) telle que (s, r) = H(t, x) alors on a trouvé la solution unique
u(t,x)=voH(t, x).

1l s’agit donc d’appliquer un théoréme d’inversion locale®.
Proposition 2.1.2. — SiT est non caractéristique, alors il existe un inverse local de G(s,r) := (t(s, 1), x(s, r))

pres de s = 0: pour tout ry, il existe un voisinage ouvert V de (0, 1) et W de G(0, rp) = ()/1 (r0), Y2 (ro)) tels que G
est un difféomorphisme de V dans W.

Démonstration. — Ona
05t 0t
JacG(s, 1) := =0510,x—0,t05x
0;x 0,x
et
0st(s,1) = a(t(s,r),x(s,1)), 0, (0, 19) =y} (r0)
05x(s,1) = b(t(s,1),x(s,1)), 0,x(0,r9) =y, (ro).
01G (xg) ... 0,Gl(x0)

@8 G:UcRY — R est C! et si Xg € R4 est tel que Jac G(xg) := # 0 alors il existe V < U contenant xg

01G"(xp) ... 0,G"(xp)
etun ouvert W < R? contenant G(xg) tels que G : V — W est un difféomorphisme (i.e. bijectif avec G™! de classe C!).
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On en déduit que
Jac G(0, o) = a(£(0, o), x(0, 10) ) Y5 (r0) — b(£(0, o), x(0, 0) ) Yy (r0)

qui est non nul car I' est non caractéristique. La proposition est démontrée. O
Traitons un exemple : on souhaite résoudre

O ult,x) + to u(t,x) =0, (t,x) € R?
u(0,x) =d(x), xeR.

Avec les notations ci-dessus on a
Y1(r)=0, vya(r)=r
et I est non caractéristique car
(a(y1(r),y2(1), b(y1(r),y2()) - (= y5(r), Y1 (1)) = (1,0)- (—1,0) #0.

On résout donc

ost(s,r) =1, £(0,r)=0
0sx(s, 1) =t(s, 1), x(0,nN=r

osv(s,r)=0, v(0, 1) =0(r).

On trouve
82
t(s,r)=s, x(s,r)= 5 +r, v(sr)=0(),
d’ou1
tZ
u(t,x) :<D(x— E)

2.1.2. Cas semi-linéaire. — Cette situation correspond au cas ol il y a des termes non linéaires d’ordre 0.
On considére ainsi

214 { a(t, x)0,u(t, x) + b(t,x)0,u(t, x) = c(t, x, u(t, x)), (t,x) € R?

u|F(tyx):(D(t’x)y (tyx)er-
On suit exactement la méme démarche qu’au-dessus, a la seule différence pres que

0sv(s, 1) = c(t(s, 1), x(s,1),v(s,1)).

2.1.3. Cas quasi-linéaire. — Le modele est

a(t,x, u(t,x))0,u(t,x) + b(t, x, u(t, x))0xu(t,x) = c(t,x,u(t,x)), (tx) eR?
ur(t,x)=o(,x), (tx)el.

A présent on dit que (I', ®) est non caractéristique pour (2.1.5) si

(a(y1(r),y2(r), @), b(y1 (1), y2(r), ®(1)) - (=¥ (1), v (1) #0.

Les courbes intégrales sont maintenant couplées, mais la démarche reste la méme.
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2.1.4. Cas completement non linéaire. — On considere a présent une équation qui s’écrit de maniere
générale sous la forme suivante

(2.1.5) F(t,x,u,0:u,0,u)=0, ur=9o.

On pose, avec la notation (2.1.3)
p(s,r):=0.u(t(s,r),x(s,1))
q(s,r):=0xu(t(s,r),x(s,1).
On remarque que les situations précédentes peuvent s’écrire sous la forme
0=F(t,x,v,p,q):=alt,x,v)p+b(t,x,v)q—c(t,x,V)
et les équations caractéristiques dans ce cadre s’écrivent
0st=0,F
(2.1.6) 0sx=04F
0sv=poyF+qo,F.

On conserve ces équations, mais le systéme est dorénavant sous-déterminé, il faut établir des équations
sur p et g (nous allons raisonner par conditions nécessaires et laisserons en exercice le fait que F est bien
constante sur les courbes caractéristiques ainsi construites). On remarque que

6,(F(t,x, u,d,u,axu)) = 6x(F(t,x, u,atu,axu)) =0
donc sur les courbes caractéristiques cela implique que
0:F(t(s, 1), x(s,1),v(s,1), p(s,1),q(s, 1)) + 0, F(£(s, 1), x(s,1), v(s,1), p(s,1),q(s,1))0:u(t(s, 1), x(s,1)
+0,F(t(s,1),x(s,7),v(s,7), p(s,7),q(s,1))07u(t(s, 1), x(s, 1))
+04F(t(s,1),x(s,7),v(s,7), p(s, 1), q(s,1)) 0%, u(t(s,1), x(5,7)) = 0
et
0xF(t(s,1),x(s,1),v(s,1), p(s,1),q(s,1)) + 0, F(t(s,1), x(5,1), v(s, 1), p(s,1), q(s,1))0xu((s, 1), x(s,1))
+0,F(t(s,1),x(s,7),v(s,7), p(s, 1), q(s,1)) 0%, u(t(s, 1), x(s, 1))
+04F(t(s,1),x(s,1),v(s,7), p(s, 1), q(s,1))05u(t(s, 1), x(s,1)) = 0.
Mais on a d,u(t(s,r),x(s,1)) = p(s, 1), 0xu(t(s, 1), x(s,1)) = q(s,r) et
0sp(t(s,1),x(s,1)) = 05u(t(s, 1), x(s,1))0s(s, 1) + 05, u(t(s, 1), x(5, 7)) 5 (s, r)( = 6tp0pF+6xp6qF)
35q(1(s, 1), x(s,7)) = G%Xu(t(s, r),x(s,1))08st(s, 1) + aiu(t(s, r), x(s,1))0sx(s, r)( = 6tq6pF+6xq6qF) ,
et donc on conclut grace a (2.1.6) que
0sp(s, 1) ==0,F(t(s,1),x(s,1),v(s,1), p(s,1),q(s,1)) = p(s,1)0, F(t(s, 1), x(s,1),v(s,7), p(s,7),4(s,1))
05q(s,r) = —=0xF(t(s,1),x(s,7), v(s,1), p(s,71),q(s,1)) — q(s,1)0, F((s,1), x(5,1),v(s,7), p(s,1),4(s,1))

ou de maniére plus compacte
O0sp=—-0;F—pd,F
0s;q=—-0xF—q0,F.
Il s’agit maintenant de prescrire les données initiales de p et g sur I'. On cherche donc deux fonctions r —
W1 (r) et r— y(r) telles que
F(r1(n), y2(n), (), y1(r), y2(r) =0,

' =y 1Y) +Yays,
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olt la deuxieme identité provient du fait que u(y;(r),y2(r)) = @(r). Le fait que I soit non caractéristique
s’écrit

(apF(n(r).yz(r,@(r),wl(r),u/z(r))),aqF(yl(r),yz(r),@(r),wl(r).wz(r))) (=5, Y1 () #0.
On note que cette condition garantit que les deux équations ci-dessus sont indépendantes.
Si de telles fonctions existent, alors on peut y associer une surface intégrale unique, au moins pres de I': elle
est obtenue comme solution du systéme d’EDO suivant pour chaque r:

Ost=0pF, t(0,r) =y1(r)
0sx=04F, x(0,1) =7y2(r)
0sv=p0,F+qo,F, v(0,1) = O(r)
O0sp=—-0:F—po,F, pO,r) =w1(r)
0sq=—-0,F—q0,F, q0,r)=(r).
Notons que par abus de notation on a omis d’'indiquer que dans le membre de droite les fonctions sont
évaluées en (t(s, r),x(s,1),v(s, 1), p(s,1),4q(s, r)). On laisse en exercice le fait que pour tout r donné, la fonc-
tion s — F(t(s, r),x(s,1r),v(s,1),p(s,1),q(s, r)) est bien constante.

Traitons un exemple important, qui est 'équation eikonale. On considére I'équation
10;ul?+10,u>=1, ur=0 dans RxR
oul'= {(t, XERXR, 2+ x*= 1} est le cercle unité, C’est une équation complétement non linéaire. On a

F(t,x,v,p,q) := p2 + qz.

Les équations caractéristiques sont, pour tout r,

Ost(s,r)=2p(s, 1), t(0,7) =cosr
0sx(s, 1) =24(s,1), x(0,r) =sinr
Asv(s,r) = 2p* +2g%)(s, 1), v(0,7)=0

dsp(s,1) =0, p©O,r)=y1(r)

0;q(s,1) =0, q0,1r) =y (r).
Pour déterminer les conditions initiales y; et w; sur p et g on rappelle qu’il faut assurer les conditions

F(y1(n),y2(r), @), w1 (), p2(r)) =0, &' (1) =y17)(r) +w2y5(r).
En d’autres termes
YEr +ws(r)=1, 0=—y(r)sinr+y(r)cosr.
Les solutions sont soit (1, ¥2)(r) = (cosr,sinr), soit (¢1,¥2)(r) = (—cosr,—sinr). Dans le premier cas apres
calculs on trouve
t(s,r)=@2s+1)cosr, x(s,r)=2s+1)sinr, v(s,r)=2s,
p(s,r)=cosr, q(s,r)=sinr.

Le déterminant jacobien du changement de variables (s, r) — (#, x) est égal a 2(2s + 1) donc le changement
de variables est inversible des que s # —1/2. En écrivant u(¢, x) = v(s,r) on trouve enfin

(u+1?=1>+x*
et pour que les conditions aux bords soient satisfaites

u(t,x)=-1+V2+x2.

Dans le deuxiéme cas le raisonnement est analogue et on trouve

ult,x) =1-v2+x2.
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Ces deux solutions se prolongent par continuité a t = x = 0.

On remarque que I est bien non caractéristique puisque

(apF()fl(r),yg(r)),aqF()q(r),)/z(r))) (=75, y1 (") =(2cosr,2sinr)- (- cosr,—sinr) = -2 #0.

2.1.5. Le cas multidimensionnel. — Dans le cas multidimensionnel (toujours scalaire) on remplace (¢, x) €
R? par X = (x1,...,Xg) € R4 avec d > 2 et il suffit de paramétriser I = {yy,...,v4}(R) par R = (r1,...,74-1) et
poser P =Vxu.Ilyaalors 2d + 1 équations caractéristiques (a R fixé)

0;,X=VpF, O,v=P-VpF, 0,P=-VxF-Po,F
et 2d + 1 données initiales : pour 1 <i <d,

xi(0,R) =yi(R), v(O,R=DR), pi0R=vy;(R)

avec
F(yi(R),...,yn(R),®(R),¥1(R),...,wn(R) =0.
Enfin
O0r,u=Vxu-0,X
donc

d
0r®=3 v;0rY.
=1

Les données sont non caractéristiques si
VpF(y(R), ®(R),¥(R) - NT(R) #£0,

ol N est un vecteur normalaI' en (yy,...,v,) (R).

2.2. Equation de transport

Il s’agit du prototype de 'EDP linéaire du premier ordre : nous allons en étudier deux exemples.

1. Transport a coefficients constants : on cherche f = f(t, x) telle que

(2.2.1) Oif+v-Vyf+af=S,

avec v € R? un vecteur donné, et f,a,S définies sur R* x Q avec Q un domaine ouvert de R?. Les fonc-
tions a, S sont également données.

2. Transport a coefficients variables (forme forte) : on cherche f = f (¢, x) telle que

(2.2.2) 0;f+b-Vif=0,

avec b donnée, définie sur R x R%, a valeurs dans R%.

2’. Transport a coefficients variables (forme conservative)

2.2.3) 0. f +div(bf) =0,

avec b donnée, définie sur R* x R%, a valeurs dans R%.

2.2.1. Transport a coefficients constants. —
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2.2.1.1. Méthode des caractéristiques dans R%, cas C'. — On suppose ici que Q = R? et que a,S sont
dans C'(R* x R%). On est dans la situation semi-linéaire du paragraphe précédent. Si f est solution
de (2.2.1) de classe C', alors on peut écrire

d
E(f(w(t))) =S(t,y(®) - a(t,y®)f(t,y(®),
ot (#,y(1)) est la courbe caractéristique de 'opérateur de transport : celle issue de x en ¢ = 0 s’écrit
y(t)=x+vt.

On obtient ainsi directement le théoréme suivant.

Théoreme 2.2.1. — Soit fy dans C'(R?) et a, S dans C'(R* x R%). Alors il existe une unique f € C'(R* x R%)
solution de (2.2.1) et elle s'écrit

t
ft,x) :fo(x—tv)exp(—f a(t’,x+(t’_t)v)dt')
0

t t
+f S(t',x+(ﬂ_t)l})exp(—f a(t,/'x—i_(t”_t)U)dt”)dt/.
0 t

2.2.1.2. Le probleme aux limites, cas régulier. — Supposons que Q est un ouvert a bord de classe C' dans R?
etqueve R4\ {0}. On note n, le vecteur unitaire normal au bord en x € 3Q, dirigé vers I'extérieur. On définit
les bords sortant, entrant et caractéristique par

00" :={xedQ/v-n,>0}, 0Q :={xedQ/v-ny<0}, 0Q°:={xedQ/v-n,=0}.

o o+ Q"

FIGURE 1.
On définit le temps de sortie (rétrograde) de Q2 en partant de x € Q a la vitesse v par

Ty:=inf{t=0/x—tv e Q} eR" U{oo}.

Notons que si Q2 n'est pas convexe, 'application x — 7, n’est pas nécessairement continue (voir la Figure 2).

Lemme 2.2.2. — SiQ est convexe, alors l'application x — T est de classe C' surQ':={xeQ /7, < oo}.
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, I

/ T -/

FIGURE 2.

Démonstration. — Soit xg € Q' et x(’; 1= Xo — Tx, V (voir la Figure 3). Alors x(’; € 0Q), montrons que x(’)k €00,
Supposons que ce n'est pas le cas. Alors v - ng z0etona xg+RYvc {ye R/ (y— x5)- Nyr = 0}. Mais xo €
x; +RTvalorsque Qc {yeR?/ (y—x3)- Nyr < 0} par convexité, d’ou la contradiction.

Soit maintenant
o, 00 xR0} — R4
) (1) — y+tv.

FIGURE 3.
Alors @ est de classe C! et ®(xy,Txy) = Xo. Montrons que localement ® est un C!-difféomorphisme.
Soit (u, s) € Tx(’)‘ 0Q x R. Alors D<I>(x6‘,rx0) -(u,8) = u+ sv. Mais u- Nyr = 0 donc {u, v} est libre, donc
DO(x5,7Tx,) - (U, 8)=0=>u=5=0.

On peut donc appliquer le théoreme d’inversion locale: la différentielle de ® en (x,T,) est inversible, donc
il existe un voisinage Uy de (x;,Tx,) dans 0Q~ x R* et € > 0 tels que B(xg,&) € Q et @y, : Uy — B(xo,€) soit
un C'-difféomorphisme.

Lapplication x € B(xg,€) — Ty € R* \ {0} est la composée de (‘DIUo)_l avec la projection
(1,8 €0Q™ xR\ {0} — s

est donc de classe C!. O

Démontrons le théoréme suivant, qui concerne le cas olt @ =0, S = 0. L'énoncé général sera donné plus bas
sans démonstration.
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Théoréme 2.2.3. — Soit Q < R un ouvert a bord strictement convexe, de classe C!, avec d = 2. Soit v €
RY\ {0}. On considere fy € C'(Q) etf, € C![R* x 0Q™), et on suppose que pour tout y € 0Q~
Oy = foly
0cf, O, +v-Vifo(y) = 0.

Alors il existe une unique f € C'(®R* x Q) n CO(R* x Q) solution de (2.2.1) avec a = 0,S = 0, avec fiso- = Iy
et fii=o0 = fo et elle est donnée par la formule suivante :

VxeQ, ft,x)=T<r fox—1tv)+1sr, fp (E=Tx,Xx"), x":=x-vT,.

Démonstration. — Si t # T il s’agit simplement de la méthode des caractéristiques. On note en effet que
si f e C'(R* x Q) vérifie (2.2.1) alors

E(f(t—s,x—sv)):o si 0<s<min(t,Ty)

donc I'application s — f(f—s,x — sv) est constante pour 0 < s <min(#,7,) eton a

ft,x)=f0,x—tv)= fo(x—tv) Vi<Ty

puisque x — tv € Q si t < T,. De méme si ¢ > T alors comme on cherche f € CO(R* x Q) ona
f,x)=ft—71x,x—Tx0)
=f, (=75 x").

FIGURE 4.

Comme l'application x — T, est de classe C', si'on définit
T ={t, 0 eR" xQ/t>714},
T ={t, 0 eR" xQ/0 <t <14},
S ={t, ) eR" xQ/t=1,}
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alors
feC'R* xQ) < feC'P).
Autrement dit

t—1}

feC'R* xQ) <> lim f(t,x) = lim f(z,0)

< lim f (t-7,,x") = tlimﬁ](x—tv) VxeQ,
l‘ﬂ‘L';(r —Tx
c’est-a-dire
I, 0,9 =foly) VYyeoQ .
De méme en notant V = (0, Vy),

feC' R xQ) < lim Vf(t,x) = lim V£(1,%).
-1} —Tx

D’une part
Nm V7 x) = (= v-Vafolr"), Vafo ),

et d’autre part
lim V(6,0 = (0cfy (0,x),=0:f; (0,x")ViTy+) 0y, f, (0,x")Vyx])
— -

= (0 £y (0,x™), =01 f;, (0,x") VT + 3 O, fo(x"IVeex])
J
car pour tout y € 0Q7, V), f,7(0, y) = V fo(y). Mais
6xl.x;f = 51']' - Ujaxi‘[x

donc
lim V£ (t,%) = (0:f;, 0,x7),=0:f, (0,x")ViTy + Vi fo(x") = v- Vi fo(x")VxTx) .

-1}
On en déduit que
FEC' R xQ) = —v Vi fo(x*) =0, (0,x*)
et Vifo(x™)=-0,f, (0,x)VyTx+Vifo(x*) = v-Vyfo(x")Vity.
Par suite
fEC' R xQ) <=8, f, 0,y)+v-Vifo(y) =0, YyeoQ .
On a donc bien la relation de compatibilité attendue. On vérifie enfin que la formule fournit une solution

dans R* \ {0} x Q\.%, et comme f est dans CHR* x Q) c’est une solution dans R* x Q, qui vérifie bien les
conditions initiales et aux limites. Le théoréme est démontré. O

Remarque 2.2.4. — La solution f nest en général de classe C' que surR* x Q et pas surR* x Q. Par exemple
prenons Q =S' cR? et v = (1,0) et les données

fo=0, f, (t,cosh,sinb) = x (10,
ot y € C*°(R) est nulle pour0 < t < 1/2 et vaut identiquement 1 pourt=1. Ona
0Q~ ={(cosh,sinh), /2 <6 < 37m/2}

et Ty < 2 pour tout x € Q. Ces données vérifient bien les conditions de compatibilité imposées par le théoreme
puisque fo = 0 et f, est identiquement nulle au voisinage de 0. Mais on peut calculer par la méthode des
caractéristiques la solution de (2.2.1) associée (avec a = S = 0): on trouve en particulier que

f(t,0,y) =g+arcsiny, Vyel-1,1[, t>3.
Alors

0,f(£,0,y) =
vf y =2
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doncy— f(t,0,y) nest pas de classe C! sur[-1,1].

Dans le cas ol1 a et S ne sont pas nulles, on peut montrer le résultat suivant par la méme technique.

Théoréme 2.2.5. — Soit Q < R un ouvert a bord strictement convexe, de classe C', avec d = 2. Soit v € R4\ {0}
eta,S dans C*(R* x Q). On considere fy € C*(Q) et Iy € CHR* x 0Q~), et on suppose que pour tout y € 0Q~
L0y = foy
0cf, 0,0+ v-Vifo()+a0,1)fo(y) = S0O).

Alors il existe une unique f € CIR* x Q) nCOR* x Q) solution de (2.2.1), avec floa- = fh‘ et fir=0 = fo et elle
est donnée par la formule suivante :

t
f(t,x):ﬂtsrxfo(x—tv)exp(—fo a(t',x+(t’—t)v)dt’)

t t

+f S, x+ (' -0v) exp(—f alt’, x+ " - t)v)dt”)dt’
(I=Tx)+ t'

t

+11t>rxfb_(t—rx,x*)exp(—f alt,x+ (' - t)u)dt’).

[—Ty

2.2.1.3. Solutions généralisées. —

Définition 2.2.6. — Soit Q c R un ouvert a bord de classe C' et a, S continues sur R* x Q. On dit qu'une
fonction f mesurable est solution généralisée de

(2.2.4) 0if+v-Vyf+af=S8

sis— f(s+1t,x+sv) estde classe C' presque partout en (t,x) € R* x Q et vérifie en ces points

d
(%+a(t+s,x+sv))f(t+s,x+sv) =S(t+s,x+sv) si (t+s,x+sv)eRT\{0}xQ.

Théoréme 2.2.7. — Soit Q = R un ouvert a bord de classe Cl, soitv e R4\ {0} et a, S continues surR* x Q.
Soit fy € Llog’c (Q) et fb’ € Li’;’c(IRJr x 0Q 7). Alors il existe une unique solution généralisée de (2.2.4), telle que

lil’(I)l f,x+1tv) = fo(x) ppenxeQ
t— +

et
liI‘(I)l fa+s,y+sv)=f, (t,y) ppen(t,y) eR" x0Q7,
s—0*

et elle est donnée par la méme formule que dans le cas régulier.

Remarque 2.2.8. — Notons que f nest pas prescrite sur le bord 9Q° alors que certaines trajectoires de vitesse v
issues de 0Q° peuvent rentrer dans Q (voir la Figure 5). La fonction f n'y est alors pas définie.

Le lemme suivant est di 4 C. Bardos®.

Lemme 2.2.9. — Lensemble A:= {y +tv/yedQl, te [R} est de mesure nulle dans R,

31940
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FIGURE 5.

Démonstration. — Soit
QxR — R4
1) — y+itv.

On sait que ¥ est de classe C! et que DY(y, 1) - (u,s) = u+ sv pour tout (u,s) € TyaQ xR. Onau-n,=0
si u e T,0Q donc

yedQ’ = (D‘I’(y, - (u,s)) ‘ny=(u+sv)-ny=0.
On en déduit que
y€0Q® = RangD¥(y,t)<d—1.

La différentielle de W n’est pas surjective en (¥, ), qui est donc un point critique. Lensemble A est donc
I'ensemble des valeurs critiques de ¥. Comme ¥ est de classe C! entre deux variétés de méme dimension,
le théoréme de Sard® implique que A est de mesure nulle. O

Démonstration du théoreme. — Soient deux ensembles Ay < Q et A}, € R x dQ~ de mesure nulle, tels
que fo (resp. f,’) est définie et localement bornée dans Q\ A (resp. R* x0Q~\A}). On considere I'ensemble
de mesure nulle

Ny o= (({0} < oM UR* deO)+R+(1,U))ﬂ|R+ x Q).

La formule pour f définit une fonction sur R* x Q\ A. Ecrite en termes de ft+s,x+sv)six+sveQ,on
voit que s— f(s+t,x+ sv) est de classe Clet d f/ds vérifie la bonne formule.

Inversement si f est une solution généralisée alors il existe A < R* x Q de mesure nulle tel que s — f(s+
t,x + sv) est de classe C! hors de cet ensemble et d f!ds vérifie la bonne formule. Le résultat suit par inté-
gration. O

Remarque 2.2.10. — On voit facilement que pour tout T >0

I Fllise < exp(Tllal12)(TUSlis +max (1 folli I f; 1)), @- := max(0, ~a).

De plus si fo, f;, et S sont positives presque partout, alors f l'est aussi.

@Wsif:Uc R% — R™ est de classe C" et r > max(0, n— m), alors I'ensemble des valeurs critiques de f est négligeable pour la mesure
de Lebesgue
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2.2.2. Transport a coefficients variables. — On suppose que le champ de vecteurs b est de classe C' et
qu’il vérifie

(2.2.5) YT>0, 3Cr>0, VxeR? Vtel0,T], |b(t,x)|<Crx).

Sans perte de généralité on peut supposer T — Cr croissante. D’apres le théoréme de Cauchy-Lipschitz,
I'équation différentielle

X(t,%)=b(t,X(t,%), X0,x)=x

a une unique solution, globale en temps grace a I’hypothése (2.2.5) de croissance sur b : on a en effet
t

X(t,x) = x+f b(¢,x(t,0)adr
0

et le résultat suit par le lemme de Gronwall puisqu’alors

t
|X(t,x)|s|x|+th (IX(, x)|ydt".
0
En outre 'application
xeR% — X(t,x)

est un C'-difféomorphisme. Les solutions de cette équation différentielle sont appellées, comme au para-
graphe précédent, les caractéristiques de (2.2.2) et (2.2.3).

2.2.2.1. Résolution, cas fort. —

Théoreme 2.2.11. — On suppose que b est de classe C' et qu'il vérifie (2.2.5). Soit fy € C'(R%). Alors il existe
une unique solution f € ClR* x Rd) de (2.2.2) telle que f(0,x) = fo(x) pour tout x € RY. Elle est constante le
long des caractéristiques

f(6.X(t,0) = folx), V=0 VxeR?,

Démonstration. — La fonction f e C LR* x [R?d) est solution de (2.2.2) si et seulement si pour tout £ =0, x €
Rd
0:f(t,x)+b(t,x) Vi f(t,x)=0, f(0,x)= fo(x).

Ceci est équivalent a ce que pour tout ¢ = 0, x € R?

atf(tyX(trx)):O) f(O,X(O,x)):ﬁ](x)
ou encore

f(6X(t,0) = folx), V=0 VxeR?.
Comme x € R? — X(¢,x) € R? est un Cl—difféomorphisme, ceci définit bien une solution unique dans R x

R4, O

Remarque 2.2.12. — En supposant pour simplifier que b est bornée, on voit que f(t,x) ne dépend que des
valeurs prises par fo(y) pour|x—y| < ||blf~t. Autrement dit

Supp fo = BR = Supp f(t) € BR+|p|j o0t -

On parle de vitesse finie de propagation.

On a aussi le principe du maximum

inf fo < f(t,x) <sup fo.



2.2. EQUATION DE TRANSPORT 51

2.2.2.2. Résolution, cas conservatif. — On garde les mémes hypothéses qu’'au-dessus sur b et on suppose
de plus que b est dans C2(R* x R?). On pose

t
J(t,x) := expf divb(¢', X (¢',x)) dr’
0
de sorte que pour tout x € R4
J(t,x) = divh(t, X(2,))](£,x), J(0,x)=1.

Théoreme 2.2.13. — On suppose que b est de classe C*>(R* x R?) et vérifie (2.2.5). Soit fy € C'(R%). Alors il
existe une unique solution f € C'(R* x R%) de (2.2.3) telle que f(0, x) = fy(x) pour tout x € R?. Elle est donnée
par

f(6X(t,0)Jt% = folx), Vi=0 VyeR?.

Démonstration. — La démonstration repose sur le méme calcul que le théoréme précédent : on écrit
8. f(t,x) +div(f(t,x)b(t,x)) =0
< 0:f(t,x)+Db(t,x)-Vyf(t,x)+divb(s,x) f(¢,x) =0

— i(f(t,X(t, x))) +divb(t, X (6, ) f(, X(£,x)) =0

dt
— i(f(r,xu, 0)J(5,3)) =0
dt
et le résultat suit. O
Proposition 2.2.14. — En notant JacX (t, x) le déterminant jacobien de X (t, x) par rapport a x
0 X (t,x) ... 0y, X' (1,%)
JacX(t,x) =
05, XU, ) ... 0y, X%t %)
ona
J(t,x) = JacX(t,x).
Démonstration. — Pour tout ¢ € 2(R%), on a

f(p(X(t, x))JacX(t,x) dx = fq)(y) dy
et en dérivant cette identité par rapport a ¢ on trouve

fb(t,X(t,x))-V(p(X(t,x))IacX(t,x) dx+fgb(X(t,x))6t]acX(t,x) dx=0.

Mais
fb(t,X(r,x))-v¢(X(t,x))JacX(r,x) dy:fb(t,y)-V(,b(y) dy
- f divb(z, y)p(y) dy
= —fdivb(t,X(t,x))(p(X(t,x))]acX(t,x) dx.
Finalement

d/JacX (t,x) = divb(z, X (¢, x))JacX (¢, x)

et comme JacX (0, x) = 1 le résultat suit par unicité. O
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Remarque 2.2.15. — En supposant que fy € L' ®%) ona

ff(t,x)dxszo(x)dx.

On parle de conservation de la masse.

On a aussi

flf(t,x)ldx=f|fo(x)|dx.

2.3. Exercices

Exercice 7 % : méthode des caractéristiques

1. Soit v € RY et foe ¢l ([R{d; R). Montrer que le probléeme de Cauchy d’'inconnue f = f (¢, x)
0:f+v-Vief =0, f0,x) = fo(x),
admet une unique solution f € €' (R, x R%), donnée par la formule

ft,x) = fo(x—tv), pourtoutteR,, xeR?,

2. [Lemme de Gronwall] Soient A> 0, B> 0 et ¢p: R — R, continue telle que, pour tout ¢ = 0,

t
o) < A+Bf o(s)ds.
0
Montrer que, pour tout ¢ = 0, on a l'inégalité ¢ (1) < AeBt,
3. Soit T >0et V: [0,T] xR — RY un champ de vecteurs admettant des dérivées partielles d’ordre 1 par
rapport aux variables x; pour j =1,...,d et vérifiant les hypotheses suivantes
(H1) V et V.V sont continues sur [0, T'] x R4 R
et il existe une constante « > 0 telle que, pour tout (¢, x) € [0, T] x R%,
(H2) [V(t, x)| <=x(1+]|x]).
On considere maintenant le probleme a coefficients variables
0:f(8,x)+V(t,x)-Vyf(2,x) =0, f(0,x) = fo(x),
pour lequel on souhaite étendre la méthode présentée a la question 1. pour le cas de coefficients constants.
On dit que y est une courbe intégrale du champ V passant par x a 'instant £ si y: s— y(s) € R? vérifie
d
—y(s) =V (s,y(s), H=x.
ds)f( ) (s,7(s) Y@
Le théoreme de Cauchy-Lipschitz entraine |'existence locale d'une telle courbe intégrale.
Montrer que pour tout (¢, x) € [0, T] x R4 la courbe intégrale s — y(s) de V passant par x a l'instant ¢ est

définie pour tout s € [0, T]. Dans la suite on notera s — X(s, t, x) cette courbe intégrale, qui est donc par
définition solution de

0, X(s,t,x)=V(s,X(s,t,x)), X, tx)=x.
Lapplication X : [0, T]x [0, T] xR% — R? ainsi définie est appelée le flot caractéristique de 'équation 8, +V-V.
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4. Soient t € R et x € R. Résoudre I'équation différentielle
)=y, y=x
et en déduire que I'on ne peut pas définir le flot de d, + x?d, de facon globale (on remarque que dans ce cas,
I'hypothése (H2) n’est pas vérifiée).
5. Montrer que pour tous 11, f, 3 € [0, T], on a

X(t3r tZ)X(tZJ tl)x)) = X(t3y tl)x)-

6. Montrer que 050x; X (s, £, X) et 0x;05X(s, £, x) existent pour tous (s, £, x) €]0, T[x]0, T[xR4, et se prolongent
en des fonctions continues sur [0, T] x [0, T] x R et que

Osdij(s, t,x) = axjasX(s, t,x),

pour tout (s, £,x) € [0, T] x [0, T] x R4,

7. Montrer que pour tout (s, t) € [0, T] x [0, T] I'application
X(s,t,): x— X(s,t,%)

est un € -difféomorphisme de R? sur lui-méme.
8. Montrer que X € € ([0, T] x [0, T] x R%; R%).

9. Montrer que

d
0:X(0,8,x) + ) V;(t,x)3,;X(0,£,x) =0,
j=0

pour tout (£, x) € [0, T] x R4,

10. Soit f € €' (R%;R). Montrer que la fonction f définie par
[, x) = fo(X(0, ,x))

est €1 sur [0, T] x R et vérifie

0:f(t, )+ V(t,x)- Vi f(t,x)=0, [(0,x)= fo(x).

Exercice 8 % : quelques cas plus ou moins linéaires

1. Soit h € €1 (R, R). Trouver une solution du probleme linéaire

Oy u+x10,u=u sur R?
u(l,)=nh sur R.

2. On considere ug € €' (R), v dans R, et a,S dans €' (R™ x R). Résoudre (existence et unicité) I'équation
linéaire
Osu(t,x) +v-Vyeu(t,x)+a(t,x)u(t,x) = S(t,x) sur R} xR
{ u(0,-) = ug sur R.

3. Pour a > 0, rechercher des solutions de I’équation semi-linéaire

Oru(t,x)+aViult,x) = u?(t,x) sur RxR
u(0, x) = cos(x) sur R.
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Exercice 9 %% : équation de Burgers

On considére I'’équation de Burgers en dimension 1, vue comme une équation de transport quasi-linéaire :

Osu(t,x) +u(t,x)0,u(t,x) =0 sur R xR
Lt(O, ) =Uyp.

1. Dans cette question, on suppose que g € 6 (R), que ug est bornée ainsi que sa dérivée ugy. On va montrer
’existence et I'unicité d'une solution de classe € sur [0, T[ xR oit
1

- SUp ;. (Max(0, —ug (2))

avec la convention 1/0 = +oo.

a) Pour s = 0, on définit ¢ par
¢s(2) =z+sup(z), VzeR.
Montrer que pour tout s € [0, T[, ¢ est bijective de classe € ainsi que sa réciproque.
b) Montrer que 'application ® définie par
O, 0) =¢; ' (x), V(5,0 €0, T[xR

est de classe € sur [0, T[ xR et conclure.

[Indication : on pourra introduire la fonction F définie par F(t, x, z) = z+ tuy(z) — x.]

2. On suppose que u est une solution de classe €' sur [0, T[ xR. Appliquer la méthode des caractéristiques
et prouver que pour tout0<s< T ettoutzeR,on a:

u(s,z+su(0,z)) = u0,z).
3. En déduire I'unicité de la solution précédente.

4. On définit la notion de solution faible : on dira que u bornée localement sur R* x R est une solution faible
de I'équation si pour tout ¢ € €° R xR), ona:

\[[R"XR

On suppose maintenant que uy = 0 et on définit pour p > 0,

u(t,x)0.p(t, x) + %uz(t,x)axtp(t, X)

dxdt+f Up(x)(0,x) dx =0.
R

0 si x<-pt,
—-2p si —pt<x=0,
2p si 0<x<=pt
0 si x> pt.

V(t,x) eRY xR, vp(t,x) =

Vérifier que pour tout p >0, v, est une solution faible du probléme.

Exercice 10 %% % : équation eikonale
Onnote S = {(x1, x2) € R?, x? + x5 = 1}. On consideére le probléeme complétement non-linéaire :

@y, w)?+@x,w?>=1 sur R?\{(0,0)}
u=0 sur S.

Appliquer la méthode des caractéristiques a cette équation et en déduire deux solutions possibles.
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Exercice 11 %#% : équation de transport avec donnée initiale non réguliere

On s’intéresse au probleme de transport linéaire :

diu(t,x)+c-Vyu(t,x) =0 sur RI xR?
u(0,-) = up

oil ¢ est un vecteur de R? constant. Lorsque ug € €' (R%), la solution (au sens classique) de ce probleme de

transport est donnée par u(z,x) = up(x — ct). Dans la suite, on supposera 1y seulement localement bornée
d

sur R,

1. On dira qu'une fonction u bornée localement sur R} x R? est une solution faible du probléme si pour tout
PEeEPR* xR, ona:

[ ul(t,x) [0:p(8, %) + ¢ Vyo(t,x)] dxdt+fd uy(x)(0,x) dx=0.
R* xR R
Montrer qu’une solution classique (lorsque ug € €' (R%)) est une solution faible.

2. Montrer 'unicité (au sens presque partout) d'une solution faible.
[Indication : on s'intéressera a la solution ¢ € €° (R x R%) du probleme de transport suivant :

0r(t,x)+c-Vyp(t,x) =w(t,x) sur RY x RY
(P(»O) =¢o,

ol € € (Rt x RY) quelconque et ¢ choisi convenablement.]

3.Danslecasoun=1, c>0et up(x) = H(x) la fonction d’'Heaviside, donner explicitement l'unique solution
faible du probleme.

Exercice 12 %% : équation de transport a donnée initiale peu réguliere
Soit b un champ de vecteurs dans €' (R x R%) tel que
vVT>0,3Kr>0,vVte[0,T],Vxe€ IRd, Ib(t, )|l < Kr(+lxl).

Pour ug dans L°°(Rd), on va montrer qu’il existe une unique solution faible u € L (R x [Rd) NE R, Llloc(ﬂ'\?d))
de 0;u+b-Vu =0, au sens o1 pour tout ¢ € €. ([0, +oo[xR%),

(2.3.1) f f u(t,x)[6t(p+div(b(p)](t,x)dxdtz—f 1o (x) (0, x) dx.
0 Rd Rd

Existence :

1. Justifier qu'il existe une suite de fonctions (ug) nen de €5° ([Rd) telle que

lug oo < lltollos V1, uy — o dans L'(Bg), VR > 0.

2. Pour tout n € N, on consideére la solution u” € €1 ([R, x R%) de 8,u” + b-Vu" = 0 avec u’

—
t=0 = Ug- Montrer
que

I un”LOO(uthd) <| uOHLOO([Rd) .
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3. On note ¢ — X(t,y) le flot associé au champ b et a la condition initiale X (0, y) = y. Ftant donné R, T > 0,
justifier 'existence de M > 0 telle que pourtout0<¢t<T,etn,peN,

f lu"(t,x) — uP (t,x)|dx < M lu" (¢, X (&) — uP (£, X (5; )| dy .
B X(0~1(Bg)

En déduire que la suite (1) ,en est de Cauchy dans €6([0, T7, LY(Bg)).

4. Montrer qu’il existe une fonction u € L*(R; x RY N € Ry, L (RY)) telle que

1
loc
u" —"u w*L>® (aune sous-suite pres),

u" - u dans6(0,T],L (Bg)) VYT,R>0.
5. Montrer que u est solution faible du probléeme.
Unicité :

6. Soit u € LR, x RY) N€ (R, LIIOC(IREd)) une solution faible telle que ug = 0, et soit T > 0. Soit ¢ € € (R, x
R%). On suppose qu'il existe R > 0 tel que

(2.3.2) Supp ¢(f)cBgr Vie[0,T+1].

Soit 0 < € < 1 quelconque, T > 0. On consideére une famille (f¢)c>o de €' (R,) telle que

Oc(t)=1 sire[0,T], O.()=0 sit=T+e, 0<6,<1,0.<0.
Justifier que I'on peut prendre ¢(t, x) = 0. (£)¢p(t, x) comme fonction test dans (2.3.1).

7. Montrer que lorsque € — 0

[eS) T
f fd u(t, x)0¢(1) [0+ div (beh) ] (2, %) dtdx—»f fd u(t,x) [0:¢ +div (bg)] (¢, x) dr dx.
0 R 0 JR

8. On pose
w(€):= sup |u(t, X)p(t, x) — u(T, x) (T, x)| dx.
T<t<T+eJR4
Montrer que lim¢_.qw(e) =0.

9. Montrer que

<w(e).

f f u(t,x)<p(t,x)6£(t)dtdx+f u(T, x)p(T, x) dx
0 Jrd R4

10. En passant a la limite quand e — 0, montrer que pour tout T > 0 et pour toute fonction ¢ € €' (R, x R)
vérifiant (2.3.2)

T
f/u(t,x)[ptgb+div(b(/))](t,x)dtdx:f u(T, x)p(T, x) dx.
0 JR R4

11. Conclure en montrant que pour tout ¥ € <€Cl R4, T>0,0na

f u(T, x)w(x)dx=0.
Rd

12. (Propagation des singularités) On suppose que uy = 14 pour un certain ensemble mesurable A c R,
Montrer qu’il existe un ensemble mesurable A(?) tel que u(f) = 14, pour tout t € R%, et caractériser A(f).
Les discontinuités sont donc propagées par 'équation.
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Exercice 13 % : lois de conservation scalaire
Soit f:R — R de classe €2. On considere I'équation suivante :

= +
(2.3.3) {6ru(frx)+6x(fou)(t,x)—o sur RY xR

u(0,-) =ugp.

1. Montrer que si u est une solution dans ¢! (R* x R;R), alors

V20, VxgeR, u(f,xo+f (uo(x0))t) = to(xp)-

2. Montrer que si f’ n’est pas constante, alors il existe uy € €°(R;R) telle qu'il n'y a pas de solution ¢! (R* x
R;R) de cette équation.

3. On suppose que g € €' (R) est bornée ainsi que sa dérivée ug. Montrer que I'équation (2.3.3) admet une
unique solution de classe ¢! sur [0, To[ xR ol
_ 1
07 Sup g (max(0, —(f' o ug) (2))

4. On suppose maintenant que f est ce classe €2, que uy € €2(R), que 1y est bornée ainsi que sa dérivée up.
Supposons qu'il existe un réel xo tel que (f o ug)’ (xo) <O.

a) Montrer que (2.3.3) admet une unique solution u de classe €2 sur [0, To[ xR.

b) Montre que si v est une solution de classe €2 de (2.3.3) sur [0, T; [ xR avec T} > 0 avec donnée initiale uy,
alorsona Ty < Tp et v=wusur [0, T1 [ xR.

[Indication : on pourra introduire w définie par w(t, x) = a’(v(t, x)) (0, V) (¢, X).]

c) Montrer que

lim sup |0, u(t, y)| = +oo.
t—To yeR

[On a montré que la condition (f’ o 1)’ = 0 est une condition nécessaire et suffisante pour avoir existence
globale en temps.]

Exercice 14 % : ondes de choc et de détente

On s’intéresse a des données initiales pour (2.3.3) du type
o = Ug s% x<0,
ug six>0.

Le probleme de Cauchy associé a de telles données initiales est appelé «probléme de Riemann ».
1. Soit o € R*. Vérifier que le Dirac satisfait dans 6 x (1) = o]0 4¢(x) au sens des distributions dans R x R.

2. On suppose ug # g, €t on pose (relation de Rankine-Hugoniot)
oo flug)— f(uq)
- Ug—Uqg
On définit u € L*°(R x R) par u(t, x) = ug(x — ot). Montrer que u est solution de (2.3.3) au sens des distribu-
tions. Une telle solution est appelée «onde de choc » : o est la vitesse du choc.
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3. On suppose que f" est strictement croissante, de classe 6. On définit la fonction U € € (R) :

ug Sifsf/(ug))
U@ =4 (71 sifllug) <&=f(uq),
Uy sié= f'(ug).

On pose u(t,x) = U(x/t) pour x € R, t > 0. Montrer que u est solution de (2.3.3) au sens des distributions :
une telle solution s’appelle «onde de raréfaction ».

Exercice 15 %% : condition de Rankine-Hugoniot
Soit f € €' (R;R) et 0 € €' (R;R). On s'intéresse a I'équation
Oiu+0x(f(w)=0.

On pose
Q.:={( )R, £(x-0(0)>0}.

On suppose qu'il existe u. : Ur — R, avec U, un voisinage de Q., dans €, solutions de I'équation sur Us.
On suppose que u. et 0;u. sont bornées, et on définit

u=uly, +uly_.

1. Soit ¢ € .#(R?), calculer la dérivée par rapport a t de

o0

o(r)
I_(t)::f u_(t,x)p(t,x)dx et I+(t)::f uy(t, x)p(t, x) dx.
)

—0o o(t

2. Montrer que u est solution de I'équation dans &' (R) si et seulement si

U'(t)(u+(t,cr(t)) - u_(t,o(t))) = f(u+[t,0(t))) —f(u_(t,a(t))).

3. On suppose que f(u) = u?/2 ('équation de Burgers). Calculer deux solutions «simples » u. sur R
avec u_(0,x) = 2 et u.(0,x) = 1 et en déduire une solution de I'équation de Burgers telle que u(0,x) = 2
six<Oetu(0,x)=1six>0.

2.4. Solutions de quelques exercices
Méthode des caractéristiques

4. On introduit une fonction ¢ — X(¢) telle que, si f est solutionde d,f + v-Vf =0 alors f (¢, X(t)) est une
fonction constante. On définit X (¢) = x+ vt avec x € R4 quelconque. Alors,

%f(t,x+ v =0 f+v-Vyif)(t,x+v0).
Doncsi f est solution du probleme de Cauchy alors
f&, X(0) = f(t,x+ve) = f(0,X(0) = f(0,x) = fo(x)
d’out f(t,x) = fo(x—v1).

Réciproquement, on vérifie directement que (, x) — fo(x— tv) est une fonction €' qui est solution du prob-
léme de Cauchy.
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5. Introduisons pour ¢ = 0,
w(t) = A+B[(f<p(s) ds.

Par hypothese, cette fonction est de classe € sur R, et w'(t) = B¢(t) < Bw(t). Donc
(wne ) <0, Vi=0

et on en déduit le résultat voulu en intégrant cette inégalité.

6. Soient (t,x) € [0, T] x R% et y la solution maximale associée au probléme de Cauchy considéré. On note
I c [0, T] l'intervalle de définition de y qui est un voisinage de ¢. En utilisant I'hypothése (H2), on a pour

toutsel:
S
j'wunm
t

ly(®)] < (x| +xT)eX 5 < (x| +x T)exT.

<|x|+xT+x

ly(s) = [x| +

ft VT, y(@)ldr

D’apres la question 2., on obtient pour tout s€ I :

Supposons alors que I # [0, T]. Alors, d’apres le lemme des bouts, on aurait explosion de y al'une (au moins)
des extrémités de [ i.e.
ly(s)| = +oo0, pour s— inf(D* ou s— sup(l).

Or ceci est exclu d’apres 'estimation obtenue sur y(s) pour tout s € I.

7. On résout I’équation et on obtient :

yis) = 1-(s—0t)x

qui est bien définie pour s< ¢+ 1/xsix>0ets>r+1/xsix<0.

D’autre part, le flot caractéristique X de 9, + x>0, vérifie
05X (s, 1, ) = X(s, £, )%, X(t,1,%) = x.

On adonc

X(S, t,}C) = m

et donc pour ¢ € R, 'application (s, x) — X(s, t, x) ne peut étre définie sur aucun voisinage de (¢,x) de la
forme [a, b] x R d’aprées ce qui précede.

8. Pour tous 1, ; € R et pour tout x € R, les applications

t3’_’X(t3r tZ)X(tZJl.l)x)) et t?)'_)X(t?)r tl)x)

sont deux courbes intégrales de V passant par X(f, t1,x) au temps f,. D’apres le théoréme de Cauchy-
Lipschitz, I'unicité nous donne qu’elles coincident sur tout leur intervalle maximal de définition c’est-a-dire
pour tout #3 € [0, T'].

9. On utilise le théoréme de dérivation des solutions d’équations différentielles par rapport a la donnée
initiale qui nous dit que pout t € [0, T] fixé, I'application (s, x) — X(s,f,x) admet une dérivée partielle
aij(s, t, x) pour tous (s,x) € [0, T] x RY et j =1,...,n. De plus, cette dérivée partielle est 'unique solution
définie pour s € [0, T] de ’équation différentielle

asaij(S; trx) = va(S,X(S, ty x))aij(s» t) x)r ax]X(tr t; x) = ej

ou e; est le j-éme vecteur de la base canonique de R?. Et on a également que l'application (s,x) —
0ij(s, t, x) est continue sur [0, T'] x R4,
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En combinant ceci avec I’équation différentielle écrite ci-dessus, on en déduit que pour tout j =1,...,n, la
dérivée partielle seconde (s, x) — 050 X X (s, t, x) est continue sur [0, T] x R%,

D’apres I'’hypothese (H1), V(s,-) est ¢! sur R4, Lapplication X(s, t,-) I'est aussi (on a vu qu’elle admet des
dérivées partielles Oij (s, t,-) continues sur R? pour tout j =1,...,n) donc dans I'équation

05X (s, 1, %) = V(s,X(s,1,x)), (s,%) €10, T[xR,
le membre de droite est de classe €' en x et on obtient pour tout j = 1,..., n et tout (s, x) € [0, T] x R :

OijSX(s, L,x) =V, V(s, X(s,t, x))@ij(s, t,Xx)= asaij(s, £, x).

10. On a vu dans la question précédente que pour tout (s, f) € [0, T3, l'application X(s, t,-) est ¢! sur R4,
D’autre part, pour (s, t) € [0, T1?, d’apreés la question 5. appliquée avec t3 = f; = set f, = tpuisavec 3 =t; = t
et t, = s, on a les relations suivantes :

X(s,8,X(t,8,x)=X(s,5x)=x=X(t,t,x) = X(¢,5,X(s,1,X)).
On en déduit que X (s, t,-) est une bijection de R% sur R d’inverse X (s, ¢,-) "' = X(¢,s,-). La bijection X(s, ,)

et son inverse étant de classe €1, on peut conclure.

11. On a vu dans la question 6. que 'application (s, t, x) — X (s, , x) définie sur [0, T] x [0, T] x R4 admet des
dérivées partielles continues par rapport a la variable x. On a également vu qu’elle est 6! par rapport a la
variable s puisque par définition 0;X(s, ¢, x) = V (s, X (s, £, x)). Il reste a voir qu’elle admet aussi une dérivée
partielle continue par rapport a ¢.
On fixe (s, x) € [0, T] x R alors X (s, ¢, x) est I'unique solution de
F(t,y(£)=0 ou F(t,y)=X(t,5sy)—x.
Lapplication F: [0, T] x R% — R? est de classe € et pour tout f € [0, T], la matrice V, F(t,y) = VX (£, 5,y) est
inversible. En effet, pour tout (s, ) € [0, T]? et tout x € R?, le déterminant J(t, s, x) = det(V, X (t, s, X)) est non
nul car c’est le déterminant jacobien du difféomorphisme X (s, t,-). On peut donc appliquer le théoréme des
fonctions implicites qui nous dit en particulier que la fonction ¢ — y(f) est dérivable et vérifie
d _
ay(t) =—VyF(t,y(1) 10, F(t,y(1)

= -V, X(t,5X(s, £, ) V(t, X(t,5,X(s, £,x))

= -V, X(t,5 X(s,1,%) V(£ x).
Cette derniéere formule montre que 'application d; X est continue sur [0, T] x [0, T] x R<.

En conclusion, I'application X admet des dérivées partielles continues en tout point sur [0, 7] x [0, T] x R%,
elle y est donc de classe €.

12. On utilise I'égalité prouvée a la question 5. et on la dérive par rapport a la variable #, (le flot X est €' sur
[0, T] x [0, T] x R%) pour obtenir :

n
0, X (13,12, X(£2, 11, X)) + ) Ox; X (13, 2, X (12, 11, X)) 05 X (£2, 11, X) = 0
=1
ie.

n
6IX(I3) tZJX(tZJ tlrx)) + Z ax]X(t?)r IZYX(IZY tl)x)) ‘/j(tZJX(tZJ t])x)) =0.
j=1

On conclut en posant t; = t, = t et t3 =0.
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13. Le fait que f soit €' sur [0, T] x R provient du fait que fy est €' sur R? et que I'application (t, x) —
X(0, t, x) est €1 sur [0, T] x RY d’apres la question 7.

On a pour tout x € R%, £(0,x) = f5(X(0,0,x)) = fo(x).
Enfin, on a pour tout (¢, x) € [0, T] x R4
0:f(t,x) =V fo(X(0,1,x) -0, X(0, 1, x)
et
6xjf(trx) = va(X(O) t)x)) 'ax]‘X(Or tyx)
ce qui implique que
n
01 f(t,x)+ V(£,) -V f(£,x) =V [fo(X(0,£,x)-[0,X(0,1,x)+ ) Vi(t,x)0x; X(0,2,x) [ =0
j=1
d’apres la question précédente.

Lois de conservation scalaire (premiéres questions)

On considére I'équation
Oru+0x(f(w), u,x)=up(x) dans R* xR
oil f € C*(R;R).

1. Montrons que si u est une solution dans CHR* x R;R)
Yi=0, VxoeR, u(t,xo+ f (uo(x0))t)= uo(xo).

Soit a(t,x) = f'(u(t,x)), localement lipschitzienne de R* x R dans R. Par le théoreme de Cauchy-
Lipschitz, pour tout xj € R il existe une unique solution maximale, définie sur [0, Trhax[ @

x'(0)=alt,x(®), x(0)=x.
Alors on vérifie facilement que u(t, x(t)) = uy(xp) pour tout ¢ € [0, Tnax[. Par ailleurs
x'(8) = f'(uo(x0))
donc
x(8) = f'(uo(x0)) t + xo
donc Tyax = 0o.
2. Si f' n'est pas constante, alors il existe vy, v; tels que f'(vg) > f'(v1), et on construit ug € C°(R;R) telle

que ug(xy) = Vg et up(x1) = v avec xp < x1. Si u € C'(R* x R;R) est solution avec cette donnée initiale
alors par la question précédente

u(t,xo+ f'(uo(x0))t) = up(xo) =vo et u(t,x1+ f'(uo(x1))t) = up(x1) = v1.

Soit T := alors en posant x:= xo + f'(vo) T = x1 + ' (v)) T

X1—Xo
f(wo)—f"(r1)
u(T,x) = up(xo) = vo = Up(x1) = 11

ce qui est impossible.
Condition de Rankine-Hugoniot

Soit f € C'(R;R) et 0 € C'(R;R). On s'intéresse a 1'équation
Oiu+0x(f(w)=0.
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On pose
Qu:={(t,veR?, *(x-0()>0}.

On suppose qu'il existe . : Ur — R, avec U, un voisinage de Q., dans C', solutions de I'équation sur U..
On suppose que u. et 0, u. sont bornées, et on définit

u=uly, +u-ly_.
1. Soit ¢ € #(R?), calculons la dérivée par rapport a ¢ de

a(r) o]
I_(p) ::f u_(t,x)p(t,x)dx et I.(1) ::f uy (5, x)p(t, x) dx.
—00 o(r)
Onremarque que u et f(u) sont des fonctions bornées. En particulier les intégrales sont bien définies.
Soit
y
G-(t,y) ::f u_(t,x)p(t,x)dx, (t,y)eU_.
Alors 0, G existe sur U et est continue: on a d,G_(¢,y) = u_(t, y)¢(t, y). En outre

0r(u-(t,0p(t,0)) = = f'(u-(t,0)))Ox - (£, )P (£, x) + u—(t, )9 p(t, X)

vérifie
C()
001,000, 0)| = (I Vit ts 103Ny + i) 7
On peut donc appliquer le théoréme de dérivation sous I'intégrale pour obtenir
y
6;G_(t,y)=f 0¢(u—(t, 0)¢(t,x)) dx
—00
donc G_ est de classe C! et on a finalement
d rew a(n)
—f u_(t,x)¢>(t,x)dx=a’(t)u_(t,a(t))¢(t,a(r))+f 0/ (u—(t, 0)¢p(t,x)) dx
dt J-co —00
et de méme
d > o0
—f u+(t,x)¢>(t,x)dx:—a'(t)u+(t,0(t))q,’>(t,a(t))+f 0¢(us (t, 0)p(2,x)) dx.
dt Jow o(t)

2. Montrons que u est solution de I'équation dans %’ (R) si et seulement si
o' 0w+ (£,0(0) - u-(t,0(0)) = f(us (t,00)) - f(u-(£,00)).

Soit ¢ € .#(R?), et supposons la condition de Rankine-Hugoniot satisfaite. Alors par Fubini

(e 9]

o(t)
Oru+0x(f(w), d) =—ff u_(t,X)aﬂp(t,X)dxdt—f u4 (8, x)0:p(t, x) dxdt
RJ -0 R

o(r)

o(1) e’s)
—f fu_(t,x))0,¢(t, x) dxdt—[f fuys(t,x))05p(t, x) dxdt.
o RJo(2)

En intégrant par parties les deux dernieres intégrales et en utilisant I’équation on trouve

oo

a(t)
@uuro(fw)pr=- [ [ uct o nasdi= [ [ w000 dxde
RJ-c0 RJo(1)
+fR(f(u+(r,o(r)))—f(u_(t,a(t))))¢(t,o(t))dt
a(t) 0o
—ff atu_(t,x)(p(t,x)dxdt—f Oruy(t,x)p(t, x) dxdt.
RJ-c0 R

o(t)
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On regroupe les termes de la premiere et derniére ligne et on utilise la question précédente. Comme
en outre

o(t) oo
f u_(t,x)(/)(t,x)dx+f uy (6, x)¢p(t,x)dx—0, t— oo,

—00 o(r)
on trouve

@ru+0x(fw),¢) = —fR (a’(r)(u+(r,o(r)) ~u-(t,0(1))
+f (s (6,00)) = F(u-(t,00)))p(t.0(0) dt

et donc si la condition de Rankine-Hugoniot est vérifiée alors (3, u + 0x(f (1)), ¢) = 0.

Inversement considérons une fonction y € 2 (R?), positive, a support dans [—1, 1]2 et strictement
positive en 0. Soit fH € R et
1 (t,0(t)) — (¢, x)
Pe(t,x) 1= Ex(f)
Si u vérifie 'équation et si on pose
h(o):= flue (£,00)) - Flu-(t,000)) -0’0 (us (.0 0) - u_(1,0(0))
alors on a, par le calcul ci-dessus,

o(ty) —o(ty—e€T) )da.

1
0=<0tu+6x(f(u)),(p€)=f1h(t0—er))((r, .

En faisant tendre € vers 0 on trouve
1
0= h(to)f x(,0'(t)1) dt
-1

donc h(ty) =0.
. On suppose que f(u) = u?/2 ('équation de Burgers). Clairement u_ = 2 et u; = 1 conviennent
avec U. = R?. La condition de Rankine-Hugoniot s’écrit

o' (H1-2)=01-4)/2
donc o(t) =3¢/2+ C. La fonction x — u(0, x) est discontinue en 0 donc on prend C =0 et

21x<3t/2 + 1x>3t/2

convient.
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3.1. Léquation de Laplace-Poisson

Cette équation est le prototype d’'une EDP elliptique. Elle a été étudiée dans le cours d’Analyse Complexe,
mais nous rappellons ici certains points importants. Rappellons que I'équation de Laplace) avec condition

11749-1827
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de Dirichlet® dans un domaine borné Q de R s’écrit
Au = 0 dans Q
Uspo = §-

On dit qu'une fonction u est harmonique sur Q si u € C?(Q) et Au s’y annule.

On peut envisager d’autres conditions aux bords, comme la condition de Neumann®

ou

a_waQ:g

oll v est la normale unitaire sortante de Q. Léquation de Poisson® (avec condition de Dirichlet) s’écrit
quant a elle

-Au = [ dans Q
{ Upa = &-

On a vu en Proposition 1.4.11 et en exercices des formules explicites pour la solution fondamentale E du

Laplacien dans R?. On peut vérifier que

u(x) :=[E(x—y)f(y) dy
est une solution de classe C? de I’équation de Poisson dans R%.
Montrons 'unicité pour le probléme de Poisson par une méthode dite d’énergie.

Théoreme 3.1.1 (Unicité pour 'équation de Poisson). — Si Q est un ouvert borné de classe C 1 de R4, alors
il existe au plus une solution au probleme de Poisson avec condition de Dirichlet dans C*(Q) n C'(Q).

Démonstration. — Si u et v sont deux telles solutions, alors w := u — v vérifie 'équation de Laplace avec
condition nulle au bord. En multipliant 'équation par w et en intégrant on trouve apres intégration par
parties

0

- | wovw+IVwl, g, =
faQ L=(Q)

donc w est constante sur Q et comme elle est nulle au bord, elle est nulle identiquement. O

Remarque 3.1.2. — Dans le cas d’'une condition de Neumann, la méme démonstration montre que deux so-
lutions sont égales a une constante pres.

3.1.1. Théoréeme de la moyenne. —

Théoréme 3.1.3 (Formule de la moyenne). — Supposons que ) est un ouvert de R% et que u € C*(Q) y est
harmonique. Soit x € Q et r > 0 tels que B (x) est inclus dans Q. Alors

’ /
) Iy — udoy,y,

u(x =
e [0Br(x)| JoB, (x)

= u
| B (x)| JB, (x)

ot do,x est la mesure de surface sur la sphere 0B, (x).

2)1805-1859
3)1832-1925
4)1781-1840
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Démonstration. — On va commencer par démontrer le résultat sur la sphere.

Notons que do,,, = r*'doy . Soit

o(r) =

Ox-

B — u
[0Br(x)] JoB, ()

Commencons par montrer que ¢ est constante. On a |0B, (x)| = IaBl(O)Ir””1 =:dcy rd-1 avec cq = |B1(0)],
donc

()= u(x+rz)doy o(z).
P = 188,01 Jom o o
Alors
/
(r)= Vu(x+rz)-zdoo(z)
¢ |0B1(0)| JaB, ) 1o
donc
/ 1 y—X
N =—=—— Vu(y) - ——dox(y)
¢ |0Bx ()| JoB,(r) T net)
1 ou
= 2 o
|0Bx ()| JoB,(r) OV rx()
1
=— Au(x)dx' =0,
[0Bx (1) JB,(r)

ol la derniére égalité provient de la formule de Green (appliquée au vecteur Vu). La fonction ¢ est donc
constante, et on peut écrire

o(r) = ltiné(p(t) =lim

udo; = u(x).
t—0|0B¢(x)| JoB,x) b

On conclut la démonstration en écrivant

.
f u(x') dx' =f (f udas,x)ds
By (x) 0 0Bs(x)

= u(x) for alcdsd_l ds

=u(x)cg re.
Le résultat est démontré. O
Remarque 3.1.4 (Théoréme de la moyenne pour les fonctions sous et sur-harmoniques)

Par la méme démonstration on a le résultat suivant. Supposons que Q est un ouvert de R? et que ue C*(Q) y
est sous-harmonique, au sens ot

Au=0 dans Q.

Alors pour tout x € Q et r > 0 tels que B, (x) est inclus dansQ on a

1
u(xdx' et u(x)s ———— udoy .

u(x) <
|Br (%) JB, (x) |0B(x)| JoB, (x)

Si u € C*(Q) y est sur-harmonique au sens oil
Au<0 dans Q,

alors pour tout x e Q et r > 0 tels que B, (x) est inclus dansQ on a

u(xdx' et u(x)=

u(x) = _ udoy .
|Br(x)] JB,(x) |0B;(x)| JoB, (x) Y
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3.1.2. Controle des dérivées. — Le résultat suivant exprime |'effet régularisant de I'équation de Laplace.

Théoréme 3.1.5. — Supposons que Q est un ouvert de R% et que u € C*(Q) y est harmonique. Soit x € €
etr >0 tels que B, (x) est inclus dans Q. Alors pourtoutl < j<dona

d
|0ju(x)| = —max|ul.
r By (x)

Démonstration. — Par dérivation on constate que 0;u est harmonique donc par le théoreme précédent et
la formule de Green (appliquée au vecteur (0,...,u,...0) ou u est ala j-éme entrée) on trouve

1
0ju(x) d_[ uv;doyy.
cqr® JoB, (x)

dju(x)dx' =

1B 01 JB

11 suffit alors de remarquer que

‘f uvjdor x| < dcdrd_lmaxlul.
0By (x) B, (x)
Le résultat est démontré. O
Remarque 3.1.6 (Analyticité des fonctions harmoniques). — On peut aussi montrer que sous les mémes
hypotheses, pour tout multi-indice « e N% on a
k k-1
e k!
0% u(x0)| = ——— max]ul.

r By (x)
Ainsi u est analytique.
3.1.3. Principe du maximum. —
Théoréme 3.1.7 (Principe du maximum fort). — Supposons que Q est un ouvert connexe de R% et que u €

C?(Q) y est sous-harmonique. Si u atteint un maximum global dans Q, alors u y est constante.

Démonstration. — Soit M := maxq u et soit F := u! ({M}). Alors comme u est continue, F est (non vide et)
fermé dans Q. Montrons que F est ouvert. Par le théoréme de la moyenne on a pour tout x € F et tout r >0
tels que B;(x) est inclus dans Q

=

u(y)dy —u(x) = (u(y) - u(x)) dy

|B(x)| JB, %) |B;(x)| JB, (%)
et comme u atteint son maximum en x alors u(y)—u(x) < 0 pour tout y € Q et donc u(y)—u(x) < 0 dans By (x).
On en déduit que u(y) = u(x) donc y € F et donc F est ouvert. Comme Q) est connexe alors F = Q ce qui
démontre le théoreme. O

Corollaire 3.1.8 (Principe du maximum faible). — Supposons que Q est un ouvert borné de R? et que u €
C2( Q)N CEQ) y est harmonique. Alors

maxu =maxu et minu=minu.
Q 0Q Q 00

Démonstration. — Par continuité de u, comme Q est compact, « atteint son minimum et son maximum
global dans Q. Si le point oi1 le minimum ou le maximum global est atteint est dans Q alors u est constante
dans la composante connexe associée, et donc atteint son maximum sur le bord de cette composante con-
nexe, et sinon les deux valeurs extrémales sont atteintes au bord. Le résultat suit. O
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Corollaire 3.1.9. — Supposons que ) est un ouvert connexe borné deR?. L'équation de Laplace avec donnée
au bord g € C(0Q) a au plus une solution ug dans C’(Q)NnCQ). Si ug et uy sont solutions associées aux
données g et h alors on a les principes suivants :

1. comparaison : si g = h sur 0Q avec g # h alors ug > uy, dansQ ;
2. stabilité : pour tout x € Q on a |ug(x) — up(x)| < n;gxlg— hl.

Démonstration. — Commencons par démontrer le principe de comparaison. On pose w := ug — uy, qui
vérifie 'équation de Laplace avec donnée au bord positive. On déduit du corollaire précédent que pour
tout x € Q,
w(x)=zmax(g—h)>0.
0Q

ce qui est le résultat attendu. Le résultat de stabilité s’obtient de maniere similaire en appliquant cet argu-

ment pour +w : on trouve
w(x) > —max|g — hl
0Q

- - -h
w(x) > n;g)dg I

ce qui donne le résultat. Enfin le résultat d'unicité provient du résultat de stabilité dans le cas g = h. O

3.1.4. Ausujet del'existence de solutions. — Lexistence d'une solution a I’équation de Poisson avec terme
source f et donnée au bord g peut s’'obtenir a partir de la solution fondamentale du Laplacien E dans
I'espace entier. On appelle fonction de Green la fonction (x,y) — G(x, y) définie sur Q x Q et qui vérifie
pour tout x € Q I'équation

AyG(x,y) =6x(y)

dans Q, avec donnée au bord nulle.

Proposition 3.1.10. — Ona

G, ) =Ex-y)—px,y)
ot pour tout x € Q, la fonction y — @(x, y) est solution de I'équation de Laplace avec donnée au bord en o € 0Q
donnée par E(x — o).

Démonstration. — Ona

AY(E(x =) —p(x, 1) =6:(0) — Ayp(x,y) =6x(3),
et si o € 0Q) alors
E(x-0)—-¢p(x,0)=0.

La proposition est démontrée. O

Un calcul (que nous ne reproduirons pas dans ce cours) montre que
u(x) = - f FOG&,y) dy - f ¢ 252 44
Q Glo) ov
est solution de I'’équation de Poisson. Il s’agit donc a présent de trouver G, donc en fait ¢ ce qui dans la
pratique n’est pas toujours commode. On peut le faire de maniére explicite, par exemple dans le cas d'une
boule, nous n’entrons pas dans les détails ici (qui peuvent étre faits en exercices) : dans la boule Bg(0) de R®

onasix#0
1 1 R

G(x,y) = -— -
Am|lx—y| 4nm |x||%x—y|
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et
oo L1
VTR

Nous allons ci-dessous proposer des méthodes plus robustes de résolution de I’équation de Laplace ou de
Poisson, dans des domaines plus généraux, et avec des opérateurs a coefficients variables.

3.2. EDP elliptiques : résolution par Lax-Milgram

Soit Q un domaine borné de R?. On s'intéresse a I'équation
d d
(3.2.1) Lu:=- ) 0i(a;joju)+) 0;(bju)+cu=f dans Q.
i,j=1 i
On suppose que a;j, b; et ¢ sont des fonctions bornées sur Q a valeurs réelles, et que la matrice A := (a;;) est
symétrique; I'équation (3.2.1) est a comprendre au sens des distributions sur Q.

Dans la suite nous allons chercher a résoudre (3.2.1) dans un cadre Hilbertien (Sobolev) par application
du théoréme de Lax® -Milgram® — voir le paragraphe suivant pour 'énoncé et la démonstration de ce
théoréeme. Nous montrerons également un résultat de “régularité elliptique” selon lequel la solution possede
deux degrés de régularité de plus, en norme Sobolev, que la donnée initiale. Il existe une théorie alternative
dans le cadre des données continues plutdt que Sobolev (si f est continue alors la solution est de classe cy,
que nous n’explorerons pas dans ce texte.

3.2.1. Théoréme de Lax-Milgram. — Commencons par rappeler la définition suivante.

Définition 3.2.1. — Soit H un espace de Hilbert surR et a une forme bilinéaire sur H. On dit que a est

— continue s’il existe une constante C > 0 telle que
lax, Y1 = Clxlllyl Vx,yeH.
— coercive s'il existe une constante a > 0 telle que

a(x,x) = ocllxll2 Vxe H.

Démontrons le théoreme suivant.

Théoreme 3.2.2 (Théoréme de Lax-Milgram). — Soit a une forme bilinéaire continue et coercive sur un es-
pace de Hilbert réel H, et L € H* une forme linéaire continue sur H. Alors il existe un unique x € H tel que

alx,y)=(L,y) VyeH.

Démonstration. — D’apres le théoreme de Riesz, il existe un unique & € H tel que
(L,y)=(hly) VyeH.

Par ailleurs pour tout x € H, 'application

y—a(x,y)

51926
6)1912-1961
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est une forme linéaire continue sur H donc par le théoreme de Riesz encore, il existe un unique élément
de H que nous noterons Ax tel que

a(x,y)=(Axly) VyeH.
Il s’agit donc de montrer qu'il existe un unique x € H tel que
Ax=h,

ou encore que A est une bijection de H sur H. On vérifie facilement que I'application A est linéaire de H
dans H et on a pour tout x € H

IAx|* =|a(x, Ax)| = Cllx| [ Ax|
et
(Ax|x) = a(x, x) = allx||?
donc
[Ax||<Cllx] et (Ax|x)= allxll2 Vxe H.
En particulier

(3.2.2) lAx| = al x|

donc A est injectif. Son image Z est fermée car si y, = Ax, converge vers y, alors (Ax;,) est de Cauchy et
donc (x,,) aussi par I'inégalité (3.2.2). Par le théoréme du supplémentaire orthogonal d'un fermé” on sait
que H = Z & Z*. Pour montrer que A est surjectif il suffit de montrer que Z* = {0}. Mais si z€ Z alors

alzl? < (Azlz) =0

et le résultat suit.

3.2.2. Régularité elliptique pour le probléme de Dirichlet. —

Définition 3.2.3. — Lopérateur L est dit elliptique si la matrice A = (a;j)1<; j<a est définie positive, et uni-
formément elliptique s'il existe une constante Cy > 0 telle que pour tout & € R? et presque tout x € Q)

d
Y aij(0EE ) = ColélP.

ij=1

On suppose dorénavant que L est uniformément elliptique.

Dans la suite on note le produit scalaire de deux fonctions f et g dans L?(Q;R) par

(flg) = fﬂf(x)g(x) dx

et on note
d d
a(u, v):=f9( > a,-j(x)éiu(x)ajv(x)—Zbi(x)u(x)div(x)+c(x)u(x)v(x))dx(=(Lulv)).
ij=1 7

Mtout élément x de H se décompose de maniére unique en pz (x) + p 1 (x)
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3.2.2.1. Existence et unicité de solutions. — Avant de décrire quelle notion de solution I’on cherche a obtenir,
énoncons quelques propriétés sur a.

Proposition 3.2.4. — Il existe deux constantes C; > 0 et C, > 0 et un réely tels que pour tout u, v € HO1 (Q),
la(u, v)| = Gl uIIH(} I UIIH(%

2 2
Collull, < alu, w) +yllul?,.
H0 L

Cette seconde inégalité est une inégalité de Garding® . La constantey peut étre choisie nullesib= c = 0.

Démonstration. — La premiere inégalité provient simplement du fait que
d
jatu, )l = 3 lagjlliso + 3 1Billeo + el )izl g 101l
i,j=1 i
Pour la deuxieme on note que par I'inégalité de Poincaré il suffit de majorer || Vu| ;2. Par uniforme ellipiticité
de Aona

d
CollVul?, < Y || @i ()01u(x)9ju() dx
ij=1

< a(u,u) + ull2 ) I1billz10; ull 2 —fQC(x)uz(x) dx

4
<alu,u)+ Pllull 2IVul 2 = éllull 2

1
avec f:= (Z,- IIbiIIZOO)2 et§:=infgc.
Le résultat suit si f = 0, et sinon il suffit d'utiliser le fait que
2 1 2
lull2IVullz < el Vull7. + Ellulle
et choisir € = Cy/2p. O

Définition 3.2.5. — Soit f € H '(Q) et p € R. Alors u: Q — R est une solution faible de

Lu+pu = [ dans Q
Uupg = 0

si u e H}(Q) et pour tout v € H} (Q)
au,v) +p(ulv) =(f,v).

Le théoreme principal de cette section est le suivant.

Théoreme 3.2.6. — Soit f € H '(Q) ety donné par la Proposition 3.2.4. Alors pour tout j1 =, il existe une
unique solution faible de (3.2.1), au sens de la Définition 3.2.5.

Démonstration. — Soit
ay(u,v) == a(u, v) + p(ulv).
Ona
lay(u,v)| = G ||u||H[} ||U||H5 + el g2 vl g2
et
czuuu?,é < a(u, u) +yllul?, < ay(u, u)

®)1919-2014
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dés que p = y. Le théoréme de Lax-Milgram permet de conclure directement: il existe un unique u € H(} Q)
tel que pour tout v € Hy (),

au(u,v) =<{f,u).

Le théoreme est démontré. O

3.2.2.2. Régularité elliptique. — On suppose dorénavant que f € L?(Q), et pour simplifier que b =0,c =0 et
on consideére des solutions faibles dans H'(Q) de Lu = f (i.e. on ne fait plus d’hypothése sur le bord de Q).
1l s’agit donc de fonctions de H' (Q) satisfaisant a

(3.2.3) au,v) = (flv) Yve Hy(Q).

Théoreme 3.2.7. — Soit f € L2(Q) et supposons que les coefficients a; i sont dans CH(Q). Soit u e H(Q) véri-
fiant (3.2.3). Alors pour tout ouvert Q' relativement compact dans Q on a

ue H*(Q") et lullpgeay = C(Iflzeq +lulz2gq),

oi C est une constante ne dépendant que de)', Q) et des coefficients a;;.

Démonstration. — Soit g € 2(Q), telleque 0< @ <1,et ¢ =1sur Q. Onva estimer[ (p2|V6ku|2 dx.
Q

On voudrait utiliser la fonction v := —d(¢?d,u) comme fonction test, mais n’est pas possible puisqu’elle
n'est pas dans Hé... pour rendre les arguments suivants rigoureux il faut régulariser cette fonction, par ex-
emple en utilisant plutot la fonction

vy = —D;h((pzDZ u)
avec DZ défini dans la Proposition 1.8.3. Nous appliquerons ce procédé de régularisation plus bas, mais
pour commencer nous allons travailler directement (formellement) sur v := -0 k(<p20 ku). Alors

(Lulv)=-) f@,-(a,-jaju)vdx
ijJQ
=ZL6k(a,~j6ju)6,-((p26ku)dx
ij

:Zfﬂ(pzaijalz.kuaﬁkudx+22L(p6,~(p6ku(a,-j0§ku+Okal-jaju)dx+ZL<p26kaij6ju6?kudx.
ij ij ij

v

=:F
Mais alors par coercivité on a

Cof |V6ku|2deC0f (p2|V6ku|2dx
o Q
st wzaijaikua‘?kudx
ij JQ

=(Lulv)-F.
On note d’'une part que
i(Lu|V)| = |(f|U)| =1 fllzllvllizg
et
10l 20) = [0k (9?0ktd) | 12 < N@O%ull 20y + CllOk Ul 12y

ol C ne dépend que de ¢. On a donc, quitte a modifier la constante C (qui pourra changer de ligne en ligne)

Co
|(Lulv)] < 2 lgpVokul Ty g, + Cllf 7z )+ CIVUl 2 g -
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D’autre part
|Fl < C”vu“LZ(Q)(”aku”LZ(Q) + ||(Pvaku||L2(Q))

C
< I“nwvakuu +C|Vul

2 2
L2(Q) L2@°

donc
Co 2 2 2
Finalement quitte a changer encore la constante C on a montré que

2 2 2
| 1voul = 1)+ 1),
ce qui est presque le résultat voulu.

Adoptons maintenant un argument rigoureux, pour justifier les calculs précédents et obtenir I'inégalité
voulue. On définit

vy = —D;h((pzDz u),
ol h est suffisamment petit pour que vy, soit bornée dans H& (Q) (on vérifiera a titre d’exercice que le produit
d’une fonction de 2(Q) et une fonction de H'(Q) est dans H& (€2)). On utilise ici et dans la suite les résultats
de la Proposition 1.8.3 : on rappelle en particulier que

1
DZf::E(Thekf—f) et Tpe f:=f(-+heg).

Alors
_iZjL(“ijaj“)Dihai((pzDZu) dx = —foD,;h((pzDZu) dx.
Mais
_izjfg(“ifaf”)Dihai(‘PzDZ”) dx:%fn<P2(Thek6lij)(D,?0ju)(DZOiu) dx+F,
avec

F:= ZL(pZD,’C’a,-jajuaiD,’juderZZL<p6i<p(rheka,-j)(DZOju)(DZu)
ij ij

+ngpai(p(pgaﬁ)(aju)(pgu).
ij
Mais par uniforme ellipticité de (a;;)
cof |DZVu|2dxscOf @?| DIVl dx
Q' Q

SZL(PZ(Thekaij)(D20ju) (Dl’éaiu) dx
ij

= —foD;’“((pZD,’;u) dx—F.
On note d'une part que
| D" (0 D) sl = 12D (0 D)z
et pour h assez petit
10" (0* D)l 2 < 19k (9* DY) 20
< lp*0x D} ull () + 2090k p Dy ull 12

< lpDVull 2y + IVl 25 -



3.3. LEQUATION DE LA CHALEUR DANS LESPACE ENTIER 75

Par ailleurs

|F| < CIquIILz(Supp(p)(IqulILz(Supp(p) + ||(pDZVu||L2(Q)) .
Finalement

2
con<p2|DZVu| dx = Cll fll 2.0y (I DEV Ul 12y + IVl 12 (50pp )
h
+ CIVull 2 supp ) (19D Vil 120y + 1V Ul 12 50 )
Co h 2 2

Apres un passage a la limite # — 0 on obtient

2 2 2 2 2
f(z,|vaku| defQ‘P Vx| dst(IIfIILz(Q)+IIVMHLz(Supp(p))-

Il reste a remplacer la norme ||Vu|| 2(supp ) du membre de droite par ||ull ;2 - Pour cela on considere un
ouvert Q" relativement compact dans Q tel que Q' soit relativement compact dans Q”, et une fonction ¢ €
2(Q") égale identiquement a 1 sur le support de ¢. Alors I'inégalité précédente s’écrit aussi

2 2 2 2 ~o 2
L/|V6ku| dxszqJ [Voru|”dx < C(IfII 72 ) + 1OVl 2,000 -
Par ailleurs la démonstration précédente fournit aussi
2 ~ 2 2 2
fQI|V6ku| dxsfﬂ(p |Voyul dst(||f||L2(9)+IIVulle(Supp@).
Mais on a
2 12
“Vuile@upp@fLIquI dx,

et en prenant ¢°u comme fonction test (qui est bien dans H(} (Q)) il vient
Cof |pVu|* dx < Z[ P*a;j0;ud;u
Q ij Q

sffpzfudx—ZZf aijud;Po;u
Q ij Q

= ||f||L2(Q) ||U||L2(Q) +C||u”L2(Q) ||¢Vu||L2(Q)

et on conclut comme précédemment que
o [ |gvuf? dx = ClfIZ, g + Cllul?
2 Jo = 12(Q) 2"
Le théoreme est démontré. O

Remarque 3.2.8. — La méme méthode permet de montrer que si Q) est de classe C*, les aij sont dans chk+1
et f est dans H*(Q) alors u appartient a H**?(Q"). Une analyse similaire peut montrer que si a;j sont
dans C**1(Q)) et f est dans H*(Q) alors u appartient & H**2(Q).

3.3. Léquation de la chaleur dans I'espace entier

Cette équation est le prototype d'une EDP parabolique, et s’écrit

{6tu—Au = f pour t>0etxeR?

U|t=0 U .
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Commencgons par supposer que f = 0. Pour démontrer |'existence d’'une solution, on peut en trouver une
formule explicite en utilisant la transformée de Fourier en espace (a t fixé) : on pose ainsi

a(t,é) = fw e u(t,x)dx, et g := fRd e” S ug(x) dx.
Alors i vérifie 'équation différentielle ordinaire
0, +EFa=0
avec il = Uy, qui se résout explicitement en

(4,8 = e 3y ().

On trouve donc que

2
u(t,x) := fe_% u(dy, t>0

(4mt) g
est solution de I’équation. Cette formulation a du sens dés que ug est mesurable et bornée (elle peut méme
croitre comme exp(c|x|?) auquel cas la formule a du sens pour 0 < ¢ < 1/4c). La solution est instantanément
de classe €°°: c’est I'effet régularisant de I'équation de la chaleur. La solution au point (¢, x) dépend de la
donnée initiale en tout y € R? et réciproquement la valeur de 1y en y affecte la valeur de la solution en (z, x)
pour tout x. On parle de vitesse infinie de propagation. Enfin on a un principe du maximum:

3.3.1) sup u(t,x) <supup.

xeR4
>0

En outre si 1y = 0 est non identiquement nulle, alors u(t, x) > 0 pour tout ¢ > 0 et tout x € R4,

_la? . )l .
—e 4 1450 est une solution fondamentale de I'équation de la chaleur. La fonc-

La fonction G : (t, x) —

Anr)z
] 1 _lx=y? e
tion K: (t,x,y) — —e 4 estson noyau. On ales propriétés suivantes :
4mre)z

1. lafonction K est de classe €*° pour x, y € R% et t > 0;
2. pourx,yE[Rd etr>0onad,K-A,K=0;
3. lafonction K(t, x,-) est d’intégrale 1 pour x € R? et ¢ > 0.

Proposition 3.3.1. — Soituy € <60([Rd) bornée, alors la fonction u définie ci-dessus est dans <€°°(]O,oo[><[R{d),
vérifie I'équation de la chaleur avec f =0 pour tout xe R% et t >0, etona
Vxp€ [Rd, lim u(t, x) = uy(xp).
X— X0

t—0*

Démonstration. — Les propriétés précédentes sur K permettent facilement d’obtenir cette proposition, Le
seul point délicat est le dernier. On remarque que

Z2
u(t,x) = 1 dfe_%uo(x+zx/f)dz
(4m) 2

qui est encore valable pour ¢ = 0. On conclut par convergence dominée. O

Dans le cas ol1 le terme source n'est pas nul, il suffit d’appliquer la formule dite de Duhamel®, qui indique
que

2 t ! 2 ~
(3.3.2) e, &) = el ﬁo(f)+f e TOREF( oy at'
0

91797-1872
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On a alors
t
u(t,x) = (G(t, )% uo)(x) +f (G(t— £, *f(t’))(x) dt'.
0

Se pose maintenant la question de 'unicité de cette solution. On peut utiliser le principe du maximum pour
cela, ou bien une méthode plus “hilbertienne”, davantage dans 'esprit de la suite. On constate en effet que
si de plus ug € L>(R%) et f € L?([0, T] x R?), alors par (3.3.2) ona u € L®([0, T] x RY) et pour tout t < T

1 t t
—f uz(t,x)dx+f f IVulz(t’,x)dxdt’:f f fu(d,x)dxdt’ .
2 Jrd 0 Jrd 0 JRd

En remarquant que
g !/
“/(; ‘[I;dfu(t,x) dxdt ‘ < "f”LZ([O,f]XRd) ”u”LZ([O,t]de)

1
2 2
= Nl o,y * 761 1200wy

2 2
= CTNUN oo 10, 1;12 ey + 26 M W22 (00,015

et en choissant ¢T = 1/4 on obtient

1 2 T 2 2 1 2
LR fo IV gty S TUFI2 g 71ty + 5 11002 gy -

Mais alors si u et v sont deux solutions au sens de la Proposition 3.3.1 associées aux mémes données, on
peut appliquer ces estimations a la fonction w := u — v, et cela permet de conclure au fait que u = v.

Proposition 3.3.2. — Soit s € R, et soit u € €°([0, T];.#(R?) la solution de 'équation de la chaleur associée
. . . st 2

a uy € HSRY) et f € L2([0, T1; H~'(R?)). Alors u appartient a €°([0, T]; HS(R) 0 LP ([0, T); H** » (RY)) pour

tout2 < p <oo. Onaen outre

V2<p<oo, u L2 < |lugll zs + rs—1 (md
p ” ”Lp([(),T];HHﬁ(IRd)) ” 0||H ”f”LZ([O,T],HS 1(R4))
et
~ 2 2 2
3.3.3) f €17 sup |a(1,&)|dé < lugll%, + £ Frs—1 Y, -
R IE[O'T]| | L2([0, T HS~H RD))
Démonstration. — 1l suffit de rappeler I'écriture (3.3.2) de la solution en Fourier et de remarquer que

1,4~
sup |ﬁ(tr§)|5 iﬁO(g)l_"_”f(’g)”Ll([O T
te(0,T] <1 :

Le résultat (3.3.3) suit immédiatement, et en particulier le fait que u € L*°([0, T']; H*([RY)). La continuité en
temps provient du théoréme de convergence dominée. Enfin le fait que

el 2o, 7ys s+ ey = W0l s + 1 F W 210, 7135051 ety

provient aussi de (3.3.2) et on conclut la démonstration par interpolation. O

3.4. EDP paraboliques dans un domaine borné: résolution par la méthode de Galerkin

Comme évoqué dans le cas de 'équation de Laplace au Paragraphe 3.1.4, il est beaucoup plus difficile de
trouver une formule explicite pour une solution de I'’équation de la chaleur dans un domaine quelconque.
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Nous allons a présent considérer des opérateurs a coefficients variables, et une équation posée dans un
domaine borné. On considere donc 'EDP parabolique suivante, ot Q2 est un domaine borné:

d
oru— Z 0i(a;joju)=f dans [0,T]xQ

(3.4.1) hj=1
Upq =0
Uit=0= Ug.

On suppose que les a;; sont bornés sur [0, T] x Q a valeurs réelles, et que la matrice A := (a;;) est symétrique,
et uniformément elliptique. Notons que pour simplifier on ne considére pas le cas o des termes d’ordre 1
et 0 figurent dans I'équation. On note comme précédemment

d
a(u,v;0):= | Y. aij(t,x)0;u(x)d;v(x)dx.
Qjj=1

Avant de définir la notion de solution que nous cherchons, écrivons une estimation d’énergie formelle
pour (3.4.1): en multipliant I’équation par u et utilisant la Proposition 3.2.4 on trouve

1d 2 2

EEIIM(I)IILZ(Q) + Czllu(t)llHé(Q) ={f(0), u(®)
donc puisque

[, uD] = N F Ol 10y 1D 1
il vient
%%uum 120y + %numu;é(m <CIf DI} -

1l est donc naturel de choisir f € L2([0, T; H1(Q)) et up € L>(Q) et de chercher une solution u dans
I'espace L*([0, T1; Hy (€)). On note qu’alors I'équation implique que 8, u € L*([0, T1; H™' ().

Remarque 3.4.1. — D’apreés le Lemme 1.10.1, si u € I([o, T];H& (Q)) et d,u € L2([0,T); HY(Q)), alors u €
C([0, T1; L?(Q)), et en particulier uj;—o = ug a bien un sens.

Définition 3.4.2. — Soit f € L2([0, T); H1(Q)) et ug € L2(Q). Alors u: [0,T] — H& (Q) est une solution faible
de (3.4.1) si u € L*([0, T}; H} (Q)), 8,u € L*([0, T); H'(Q)), uji=o = ug et pour tout v € Hy (Q), pour presque
toutte[0,T]

Oru(n), vy +au(n),v;t) =(f(1),v).

Théoreme 3.4.3. — Soit f € L2([0, T); HY(Q)) et ug € L2(Q). 1l existe une unique solution faible de (3.4.1),
qui vérifie en outre u € C([0, T); L2(CY), et

el 2o g0, ;2200 + Nl 2 g0, ;2 <2y + 104l 20,7181y < CUNF 20, -1 + N kol r2() -

Démonstration. — La démonstration s’organise en cing étapes:

Projection sur un espace de dimension finie

Construction d’une suite de solutions approchées de (3.4.1)
Bornes a priori sur la suite de solutions approchées
Convergence vers une solution de (3.4.1)

Unicité.

A
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3.4.1. Projection sur un espace de dimension finie. —

Théoréme 3.4.4. — Soit Q domaine borné de R%. Il existe une base hilbertienne (e,) jeny de L2(Q) telle
que ey € H& (Q) pour tout n € N*, et il existe une suite croissante 0 < A} < -+- < A,_1 < A, — oo telle que
pour tout n € N*, e, est solution faible de

—Ae, = Aflen.

En outre (A" e,) est une base hilbertienne de Hy (Q). Enfin pour tout f € H'(Q) ona
1l = 2 An(fren)”.
neN*

Démonstration. — Construisons la famille (e;)nen, qui va étre constituée de fonctions propres du
Laplacien-Dirichlet. Par le théoréme 3.2.6 on peut définir 'opérateur
L*(Q) — Hy(Q)
: f—u, -Au=f.

1l est symétrique car si f, g sont dans L?(Q), en écrivant u= o/ f et v= o/ g
( f18) = (u,—Av) = (VulVv) = (-Auw,v) = (flL ).
Par ailleurs 'opérateur </ est borné carsi f € L?(Q) et u = <« f alors par l'inégalité de Poincaré

(3.4.2) (ol fI) = (=D, 1) = IVt ) = 17 fU0 ) = Cllull o) = Clt Fliz -

Comme il est borné et symétrique, il est donc auto-adjoint. Par le théoréme de Rellich et (3.4.2) c’est un
opérateur compact!?, et le premier résultat suit donc du théoréme spectral pour les opérateurs auto-
adjoints compacts dans un espace de Hilbert : il existe une suite (a,) tendant vers zéro et une base
hilbertienne (e;,) ,eny de L2(Q) telles que
VneN, e,=aye,.
Mais par (3.4.2) appliquée a f = e, on a
a,zC ai
donc I'opérateur est positif et on peut écrire a,, = u%. Notons aussi que a, > 0 pour tout 7 € N puisque par
construction si & f =0 alors f = 0. On a alors
VneN*, —Ae,=u,’e,=:1A%e,.
Comme e, € H(} (Q) pour tout n € N*, on peut calculer
(VenlVen) = (=Aeplen)
= A% (enlem)
=A%6n,m
donc ()L;len) est une famille orthonormale de H(} (©2) muni du produit scalaire de H& (Q), que 'on définit
grace a I'inégalité de Poincaré par (V- |V-). Montrons que (1,,'e,,) est dense dans H; (Q). Soit u € H, (Q) tel
que
vVneN, (ulen)Hé(Q) =0.

Alors
0=(Vul|Vey,)

= (u|l—Aey)

= 1% (uley,)

(19)image de la boule unité fermée de L2 (Q2) est relativement compacte dans L? () pour la topologie forte
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donc u =0 puisque (e) nen €St une base hilbertienne de L2(Q). Enfin soit fe H1(Q).Ona
113 = sup (fiv)?

1211 <1

= sup <f,; vnxlglen>2

lvall 251

= sup sup<f, Z vnitglen>2

lvnll,2<1 N nsN

= sup sup(z vnA;1<f,en>)2

“Vn“ﬂSl N ‘“nsN

=N en 7o
Le théoreme est démontré. O

On en déduit que toute fonction u de H& (Q) se décompose en
w=Y onen, Nulpg ~loale, lulge~1toale, lTulgig~ 1A, oale.
n
On note Py la projection orthogonale L2 sur &y := Vect(ey, ..., exn). On remarque que &y < H& (Q), et que
I'on peut étendre cette projection 2 H~! en posant

VfeH ™ (Q), Pnf:=) (fienen.
nsN

3.4.2. Construction d’'une suite de solutions approchées de (3.4.1). —

Définition 3.4.5. — Soit N e N*. La fonction uy : [0, T] — &y est une solution approchée de (3.4.1) si
uy € L2((0, T;EN),  Orun € L2(10, ThEN),  un(0) = Pru,

et pour tout v € &y, pour presque tout t € [0, T]

(3.4.3) (0:un(D),v) + alun (), v;0) = (f (1), V).

Remarque 3.4.6. — On remarque que (3.4.3) est équivalente a

Oruny +PnLupy =<@Nf.

Proposition 3.4.7. — Pour tout entier N, sous les hypotheses du Théoréme 3.4.3, il existe une unique solution
approchée.
Démonstration. — Par linéarité, il suffit de résoudre (3.4.3) pour v = e; pour tout 1 < i < N: on cherche

donc uy : [0, T] — &y telle que pour presque tout £ € [0, T] etpourtout 1 <i< N

(0run(D), ;) + alun(0), e;;1) = (f(1),v).

On commence par écrire pour presque tout temps:

Pnft) = Z @n(t)en,

n<N
en notant que t — ¢, (f) est dans L2([0, T)), et on définit
Fn(0) = (@1(0),...,@N(D).

On cherche alors la solution sous la forme

un(® = Y. wuen,
l=snsN
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etl’on pose de méme
Un(D) = (01(D),...,0n (D).
L'EDO s’écrit alors

dw;(n) Y
Vi<i<N, a;—’t()+za(en,ei;t)wn(t)=<pi(t)
n=1

ou encore sous forme vectorielle dans RN
dUn (1)
dt

On va résoudre cette équation par le Théoréeme 1.2.1 de Cauchy-Lipschitz

+AN(OUN(1) = Fn (1)

ol An(2) := (alen,ei; 1)< pen-
dans I'espace C([0, T];RY). Plus précisément on peut appliquer un théoréme de point fixe &

t t
Un =®(Uy), CD(UN)(t)::UN(O)—f AN(t’)UN(t’)dt’+f Fy(har'.
0 0

On remarque que ® est continue de C([0, t];R"Y)) sur lui-méme pour tout ¢ < T et en outre pour tous (Vy, VI’V)
dans C([0, t];RY))

[®(Va) —@(Vy) ”LO"([O,t];RN)) = tt:[lépﬂ latei, ej; 0| joo|| Vv — V1’V||L°°([0,t];RN))'

On peut résoudre I'équation de maniere unique sur C({0, £]; RY) tant que

t sup |ale;,ej; 0o <1
t€[0,T)
puis itérer de proche en proche jusqu’a obtenir une solution dans C([0, TI;RY). On a d,uy € L2([0, T1;&n)
par construction. O

3.4.3. Bornes a priori sur la suite de solutions approchées. —

Proposition 3.4.8. — Sous les hypothéses du Théoreme 3.4.3, la suite de solutions approchées (uy) constru-
ite a la Proposition 3.4.7 est bornée dans L™ ([0, T]; L*(Q)) n L*([0, T]; Hy (Q)) et la suite (0;un) est bornée
dans L*([0, T1; H1(Q)).

Démonstration. — On multiplie 'EDO par uy(t) et on integre, en utilisant les propriétés de Ay. 1l vient

1d 2 2

On obtient alors

1 2 ! N ! 1 2 ! ! ! !
5||uN(t)||L2(m+czf0 lun (@) o 55||uN(0)||Lz(m+f0 (), un(e)dt

1 2 1 2 C (! 2 /
= E” uN(O)”LZ(Q) + E”f"LZ([O,T],H_I(Q)) + ?\[0 ” UN(t )”Hé(Q) dt ’

et donc
2 2

2
1200, THHY @) = CUN L2 o, 1y + 1012 y)-

+ ” uN” 12(Q)

2
Neen e o, 7152200
On écrit enfin

(0:un(t),v)
l0;unllg-1qy= sup ————
veEN\{0} ”V”Hé(Q)

etona
[(0run(0),v)| = |@un(0)v)]

<|alun(®), v; D]+ |(fn (1), V)]
= C(" uN(t)”H(}(Q) + ”f(t)”H*I(Q))" V"HOl(Q)
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et donc (0, un (1), v) est bornée dans L%([0, T]) d’ol1 8, up est bornée dans L2([0, T1; H™ () . O

3.4.4. Convergence vers une solution de (3.4.1). — On va utiliser une méthode de compacité faible. On
rappelle que uy — u dans L?([0, TT; H(} (Q)) signifie que
T T
Vge L2([0, T H (), fo <uN(t),g(t)>dt—>f0 (u(n), g(v)dt

etde méme fy — f dans L2([0, T); H1(Q) signifie que

T T
Vv e L*([0, T1; Hy (), f()(v(r),fN(t»drafo (v(D), f(1))dt.

Enfin si uy — u dans L*([0, T1; H, () et fy — f dans L?([0, T]; H~'(Q)) alors

T T
f0<uN(t),fN(r)>dr~f0 (o), (o) dt.

Proposition 3.4.9. — Il existe u € C([0, T; L*(Q)) N L*([0, T); H (Q)) telle que uy — u dans L*([0, T1; H} ().
Enoutred,;u€ L([0, T]; H 1(Q)) et u est solution faible de (3.4.1).

Démonstration. — On applique le Théoréme 1.3.3 de Banach-Alaoglu. Les espaces L?([0, T]; H(} (Q))
et L2([0, T]; H~1(Q)) sont réflexifs (comme tous les espaces de Hilbert), donc ce théoreme implique que les
bornés sont faiblement pré-compacts. Quitte a extraire une sous-suite, il existe par la Proposition 3.4.8 des
fonctions u € L2([0, T1; H, () et v € L([0, T]; H~'(Q)) tels que

uy—u dans L*([0,T];H}(Q), et d,uy—v dans L*([0,T); H Q).

On obtient que v = 0;u par identification de la limite dans .. Enfin on obtient que u est bien
dans C([0, T1; L2(Q)) grace ala Remarque 3.4.1.

Passons a la limite faible dans I'équation : en partant de (3.4.3) avec v € &), avec N = M, alors on a I'identité
(3.4.4) (0cun (1), v) + alun(0), v; 1) = (PN f (1), v)
qui converge presque partout quand N tend vers l'infini vers

(0ru(n),v)+a(u(®),v;t) = (f(1),v).

1l suffit alors de faire tendre M vers l'infini. On passe facilement a la limite dans I'estimation d’énergie, donc
il reste juste a vérifier que u(0) = uy. Pour cela on choisit une fonction y € C*°([0, T]) telle que ¥ (0) =1
et w(T) = 0. Alors pour toute fonction v € HO1 (Q)ona

T T
[0<6tu(t),1l/(t)0>dt=<u(0),v>—j; Y () u(n), vy dt.

On en déduit que

T T
<u(0),v):f0 w’(t)(u(t),v)dt+f0 w(t)((f(t),v)—a(u(t),v; t))dt.
Par ailleurs si v € &y, avec N = M alors presque partout

(Pnfo,v)y=(fD),v)

et (3.4.4) devient

T T
@xto,0) = [ (<0, 0= alun(,vi0))dr+ [ v/ O n0,v)dr

et le résultat suit en prenant N — oo, puisqu’alors

VMeN*, Yveé&y, (ugv)={(u(),v).
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Lexistence d'une solution est bien démontrée. O

3.4.5. Unicité. — Enfin choisissons f =0 et ug = 0, et montrons que 0 est la seule solution possible a (3.4.1).
Le résultat suit du fait que 'on peut prendre u comme fonction test et donc ’il existe C, > 0 telle que

——lu(t +Collu(t =<0.

Le théoreme est démontré. O

3.5. Exercices

Exercice 16 %% % : inégalité de Caccioppoli généralisée
Soit Q un ouvert de R". Soit A = (a;;(x)) € L*(Q,.#4(R)) une fonction a valeurs matricielles et a > 0 tels que

d
VxeQVEeR!,  aléfs Y a;j(0éiE.
ij=1
Soient b € L*(Q, Rd) et c € L*°(Q,R). On considere 'opérateur linéaire défini par
Lu=—-div(A(x)Vu) + b(x).Vu+c(x)u
d d
=— Y 0y (aj ()0, 1) + Y bi(x)0x, u+ c(x)u.
i,j=1 i=1

Soient f € L?(Q) et u e H'(Q) telles que Lu = f au sens des distributions. Soit Q' = Q un ouvert borné tel que
Q' < Q. Montrer que

f |Vu|26xSC[ w? + fHox.
Q Q

[Indication : on pourra utiliser comme fonction test nz uolunee€r(Q) etvaut 1 sur Q']

Exercice 17 % : inégalité de Poincaré-Wirtinger et diffusion 1D

1. Soit u € €' (R) qui est T-périodique. Montrer que si fOT u(t)0t =0 alors

T V2 poeT 1/2
(f |u(t)|26t) < —U lu’(t)lzat)
0 2n \Jo

[Indication : utiliser une décomposition en séries de Fourier.]

2. Soit u = u(t,x) une fonction de classe €2 sur R x R, 27-périodique en x, et solution de I'équation de
diffusion

Ot —0y (Y(x)ax u) =0,
ol y est une fonction €°°, 2w-périodique et minorée par une constante strictement positive. Montrer que si
la moyenne [ fn u(0, x) 0x s’annule, alors il existe une constante C telle que, pour tout temps ¢ =0,

T T
fu(t,x)zaxse_tcf u(0, %)% dx.

=7 -7

Exercice 18 %#% % : principe du maximum fort pour 'équation de la chaleur
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Soient Q un ouvert borné de R” et T > 0. On note Q7 = (0, T] x Q.

1. Dans cette premiere question, on va démontrer une formule de la moyenne pour I'équation de la chaleur.
On introduit la fonction ® définie sur R x R” par

x|

a si t>0

;ei
O(t,x) = @mn)n2
0 si =0

puis 'ensemble E(t, x; r) pour (¢, x) € R x R" et 7 > 0 défini par

E(t,x;1)={(s,y) eR™L s<t, ®(t—s5,x—y) = 1/r"}.

a) On fixe (¢, x) € Q7 et on pose

1 |x - yI?
o= ffE(mr) u(s,y) s dy0s

pour r > 0 assez petit pour que E(t, x;7) € Q7. On suppose que u € €>(Qr) est solution de I'équation de la
chaleur sur Q7 (i.e. vérifie 0,u = Au sur Q7). Montrer que ¢ est constante.

[Indication : on pourra utiliser la fonction v définie par (s, y) = —n/21In(-4ns) + |y|>/4s + nln(r).]

b) En admettant que
ff ﬂ 0yds=4
EQ) §? ’

montrer que si u € €2(Qr) est solution de 'équation de la chaleur sur Qr, alors

1 lx — yI?
u(t,x) = — u(s, 0y0s
(&7 4rn ffE(t,x;r) 59 (t—s)? y

pour tout E(¢,x;1r) cQr.

2. Montrer que si Q est convexe et qu'il existe un point (%, xo) € Qr tel que

u(fp, Xo) = maxu
Qr

alors u est constante sur Q.

Exercice 19 %#% % : une équation de diffusion semi-linéaire

Soit Q un domaine borné de R? de classe €7 et T > 0. On considere I'équation

2p-1
dru—Au+fw)=0, fw= ), ckuk,02p_1>0,p21,
k=0

avec Ujpq = 0 et u);=9 = up. On veut montrer que pour tout 1y € I2(Q), il existe une unique solution u €
€10, T1; L*(Q)) N L2([0, T); HL (Q) N L2P ([0, T] x Q).

1. Désignant par Ey l'espace vectoriel de dimension finie engendré par les N premiers vecteurs propres
du Laplacien dans H(} N L?P(Q) (Py est la projection orthogonale associée), montrer qu'il existe une unique
solution uy (approximation de Galerkin de u) de

Oruny —Auy = Py f(up)

dans € ([0, T]; En) et qu’il existe deux constantes c, C > 0 telles que

1 2 fT N2 ! fT INY24 ! 1 2
—sup |lupn(t + Vupy(t ot +c un(t 0t <CT+-|u .
2[0,5” N(DI72 X IVun ()17, A [l ( )||L2,, 2|| oll72



3.6. SOLUTIONS DE QUELQUES EXERCICES 85

2. En déduire qu'il existe u € L®([0, T1; L*(Q)) n L*([0, T); Hy () N L?P([0, T] x Q) limite faible de uy et
que d,u€ L2([0, T]; H 1(Q)) + LI([0, T] x Q) o1 g est I'exposant de Holder conjugué de 2p.

3. Montrer que (f (un(2))|v) — (f (u(1))|v) presque partout sur [0, T}, pour tout v € Hy N L*P(Q), et conclure.

Exercice 20 % : un résultat d’explosion en temps fini

Sur R* x (0,1) on consideére
oru—Au= u®,

avec Ujx=0 = Ujy=1 = 0 et uj;=¢ = Up. Soit
c(t):=fu(t,x)sin(ﬂx)6x.
0
1. Montrer que

3
! 2
c()y=z-nm c(t)+z-

2. On suppose que c(0) > 2. En utilisant le fait que la solution de 'EDO
3

Y (0 =-n2y(n+ yz
s’écrit
i) = —,
1 — 272 (t—t.)
montrer que
0
c(t) oo lorsque t—t.:=— l og c0)

PN

3.6. Solutions de quelques exercices

Principe du maximum fort pour I'équation de la chaleur

3. a) Dans la suite, on note E(r) = E(0,0; r) pour tout r > 0. On commence par remarquer que si r > 0 est
assez petit alors E(t, x;r) € Qr. En effet, on peut réécrire 'ensemble E(f, x; r) de la maniére suivante :

2
E(t,x;r) = {(s,y) eR™! - ;—n <s<tet|x—yP><4n(ogr)(t—s) —2n(t—s)log(4n(t—s))}.

On voit immédiatement que si r est assez petit, £ — 2~ > 0. Puis si r est assez petit logr < 0 et donc si
(s,y) € E(t,x;7), |x— yI> < —2nr?log(r?) —0.0nen dedult que pour r assez petit, y € Q.
—

Puis par changement de variable, on a :

1 Iyl? lyP?
gb(r):ﬁ/f u(s+ty+x)—dyds ff u(r’s+t, ry+x)—dyds
E(r)
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On dérive ensuite cette expression et on obtient :

2
¢'(r) = ff (Zrasu(r S+ 1, ry+x)%+zay u(r’s+t, ry+x)y,| v )dyds

2
r"“ ff (zasu(s+ty+x)u+za u(s+ty+x)y,| Y )dyds
E(r)

=+,

ol on a de nouveau procédé a un changement de variable pour obtenir la deuxieme égalité. Comme indiqué
dans I’énoncé, on introduit la fonction v définie par

v (s,y) =—n/2In(-4ns) + |y|2/4s+ nln(r).

On observe alors que si (s, y) € E(r), ®(—s,—y) = 1/r" et donc y (s, y) = 0 sur 0E(r). En utilisant cette remar-
que et en faisant une intégration par parties par rapporta y,ona:

1 2
= s f[E 20;u(s+t, y+x)u dyds

1
= W[Lm 40;u(s+t,y+x) ZJ’iain(&J’) dyds
i=1

1 n
== f[E( : (4n65u(s+ Ly+x)w(s,y) +4Z Osy; uls+1,y+0)yip(s, y)) dy ds.
r i=1

En intégrant par parties par rapport a s, on obtient :

1 n
h= el ffE( ) —4ndsu(s+ t,y+x)w(s,y)+4Zayiu(s+ t,y+x)yi63u/(s,y)) dyds
r i=1

1 n oyl
:mf.[E(r) —4ndsu(s+t, y+x)w(s,y)+426ylu(s+t y+x)y-(—§—m)) dyds

1 2n
=— ff —4ndsu(s+ t,y+x)w(5,y)——zayiu(s+ t,y+x)yl~) dyds—J».
r E(r) S i1

On utilise maintenant que u est solution de I'’équation de la chaleur pour obtenir que

(1) =T1+]2

1 2n
= mff (—4n(Au)(s+ Ly+x)w(sy - Tn Z Ay, u(s+ t,y+x)yi) dyds
E(r) =

= foE(r) (4n0y u(s+t,y+x0,,v(s,y) — —0yuls+t,y+x)y; dyds) dyds
=0
par définition de . On en déduit que ¢ est constante.

b) En utilisant la question précédente, on a pour tout r > 0 tel que E(¢,x;7) € Q7,

2
(p(r)—hm(p(p)—hmff u(p®s+1, py+x)udyds—u(t x)ff udyds—4u(t X).

On va maintenant prouver I'égalité admise dans 1’énoncé :

|yl
~—dyds=4
ffE(l) s2 Y
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2
On note J = [J, E() % dyds. En utilisant qu’on peut écrire E(1) comme suit :

1
EQ) = {(s,y) e R™ v <s<0et |y|2 < 2nslog(—4ns)},
7T

ona:

2nslog( 47S)
=10B(0, 1)|f = r’r*=tdrds
1/(4m) S

1/(4m) 1 —2n$log(4ns)
=10B(0, 1)|f r"*ldrds

== pl/@n)
:W?w»’i# fo §"7 (~log(ans) T ds.

Ensuite, par changements de variables, on obtient :

10B(0,1)| (2n) "2 f+°° n oo
I e
4m)z(n+2) 0
10B(0,1)|@2n)"%" (2T [+ __ s
=" (—) f e Ssz lds.
Am)z(n+2) n 0
Puis, en identifiant le dernier terme intégral a I' (n/2 + 2) et en utilisant le fait que |0B(0,1)| = 212 T (n/2),
ona:
2m? 2m)"F 2" T (2 +2)
= n n+4
I(3)@dmz(m+2)n'z

n n+2 n+4
_ 2n2 (2n) 2 272 n(n+2)
4(4m% m+2)n"s

ol la derniere égalité vient du fait que

r(Z+2)= ”THF(SH) - @r(g)
On conclut alors que J = 4.

4. On choisit r assez petit pour que E(fy, xo;7) < Q7. En utilisant la propriété de la moyenne prouvée
précédemment, on a:

lx0 — y1?
u(to, xo) = ff u(s,y) ———dyds
O ] Jexin Yitg-s2

lxo—y1?

. o1s 1
puis en utilisant que g7 [ /5,20 (rmg)?

dyds =1, on en déduit que

ff (ulto, Xo) - us, y))' °_y'2 dyds=0
E(to,%0;7) s)

avec, par définition de (f, xo), u(fo, xo0) — u(s, y) = 0 pour tout (s, y). Donc u est constante sur E(ty; Xo; 7).

Soit maintenant (sg, yp) € Q7 avec sp < ty alors, par convexité de Q, le segment L qui joint (%, xo) a (so, Yo) est
inclus dans Q7. On définit

oo =min{s = sp, u(t, x) = u(fy, xp) pour tout (£,x) € L, s <t < fp}

qui est bien défini par continuité de u. Si oo > sg, alors u(og, 29) = u(ty, xo) pour (0o, 20) € LN Q7 et donc
u = u(fp, xp) sur E(op, zo; 1) si r est assez petit. Comme E(0y, zp; ) contient LN{(f,x) € L: 0p—0 < <0y}
pour o > 0 petit, on a une contradiction. Donc o = s¢ et u = u(fy, xp) sur L. On a ainsi montré que pour
s < 1y, u est constante sur ;. Par continuité, on en conclut que u est constante sur Q.
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Un résultat d’explosion en temps fini

1. Lapremiere inégalité vient de la multiplication de I'’équation par sin(zx)et intégration : il vient
dc
dt

Sila donnée initiale est positive, alors la solution I'est aussi grace au principe du maximum, et on peut

écrire . -
2 4
f usin(rx)dx < (—)3 (f ul sin(mx) dx).
0 /4 0

1
:—n2c+f u3sin(rx) dx.
0

Le résultat suit.
2. Par Gronwall, on a c(#) = y(¥) avec

dy _ , y
ar Ty
dont la solution explicite est
¥y =

1— eZﬂz(t—t*)
d’ou le résultat.
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4.1. Résolution d’'une EDP d’évolution dans I'espace des distributions tempérées

Dans ce paragraphe on donne la notion d'une solution dans I'espace des distributions tempérées a I'EDP
du+PMDu=f, t>0, xeR?
(4.1.1)
Ujr=0 = Ug
ol P est un opérateur différentiel a coefficients constants:
1
Pp(x)= ) aaD%@(x)= ) aq S 07 (x).

lal<n lalsn ll
aeNd aeNd

On commence par quelques rappels et quelques définitions concernant les distributions, qui nous seront
utiles par la suite.

4.1.1. Quelques rappels et définitions sur les distributions. —

4.1.1.1. Rappels sur la convolution des distributions. — On rappelle les résultats vus au Paragraphe 1.4.2 :
on ne peut pas en général définir la convolution de deux distributions tempérées, car si ¢ € #(R%) et S €
F'(RY), alors S * v définie par

S*xw(x)=(S,yvx-")
est une distribution tempérée qui est en outre dans € (R?), mais elle n'est en revanche pas forcément
dans . (R%). De méme si i € €°R%) et E € &' (R?), alors E * 7 est dans € (R?) avec

Exy(x):=(Ep(x—-).

Par contre si ¢ € ¥ (RY) et E € &' (RY), alors E ¥ est dans FRY). On peut donc définir le produit de convo-
lution de S € .%'(R%) et E € &'(R?) par la distribution tempérée S x E définie par

(S*E,y):=(S,Exy),
pour tout € . (R%), o1 la distribution E est définie par
(E,y):=(E, %), W(x):=y(-x).
4.1.1.2. Quelques définitions. — On ne peut en général pas faire de produit de deux distributions, mais

c’est possible lorsqu’elles agissent sur des variables différentes : on introduit la notion de produit tensoriel
de deux distributions.

Définition 4.1.1. — Le produit tensoriel Ty ® Ty de deux distributions Ty et T, définies sur deux ouverts 0
etQy deR" et deR? est donné par la formule suivante :

V(p € @(Ql X QZ) ’ <Tl ® TZr (p> = <Tlr <T2) (P(xly ')>> = <T27 (Tl)(p(') x2)>> .
On laisse en exercice la vérification de la deuxiéme égalité. Donnons aussi la définition du prolongement
d’une distribution.

Définition 4.1.2. — Si T est une distribution dans &' (Q) avec Q un ouvert deR", on dit queT € &' (R") est le
prolongement de T aR" si pour tout p € € (R"),

(T, Prermmyxeomn) = (T, P|ale' ) x€> @) -
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Enfin il sera tres utile de prendre la transformée de Fourier partielle d'une distribution. Pour fixer les nota-
tions du reste de ce chapitre, on ne considere que le cas d"une disitribution définie sur R x R?.

Définition 4.1.3. — Si S est une distribution dans &' R x R%) , on définit sa transformée de Fourier par-
tielle S € F' (R x IRd) de la maniere suivante : pour tout ¢ € & (R x [R{d),

(S, D) ' Rxr)x. 7 ®RxRE) = (S P) 1 Rx Ry x. 7 RxRA) »
avec

Jj(t,x)::f e NP, &) di
R4

4.1.2. Définition d’'une solution au sens des distributions tempérées. — On s’intéresse ici a 'EDP (4.1.1).

On note
oP)©):= ). agt®
lalsn
et on suppose que
(4.1.2) Rec(P)(&) =0 VEeR?.

Prenons la transformée de Fourier en x de (4.1.1). On trouve I'équation différentielle ordinaire, pour tout ¢ €
RY fixé,

d _ N ~

Eu(t,f) +0(P)( &), &) = f(¢,8).

Supposons un instant que toutes les fonctions considérées sont réguliéres pour donner un sens a la formu-
lation intégrale de I'équation. Alors pour tout ¢ > 0 et tout ¢ € R? fixé, on a

a(t, &) = e " PO g &) + f IO F gy ay'
0
En notant *; la convolution dans la variable temporelle on peut écrire aussi, en rappelant (1.5.3)
a(t, &) = (Ig- 7P 5 (8120 80(&) + T+ £, ).
En remarquant que
a (1 e P1O) = 6, PO _ 5 (P) )Ty e PO
prALs t=0 R

=810 — 0(P)(&) g+ e TPV O1
on obtient que

d -~ fa o~
— (58 = 812080 (&) + T F,) = 0 (P Q) s e PO 5 (8,20Tip(&) + Tg+ F (-, 6))
=8 1=0lip (&) + Tg+ F (-, &) — o (P)(O) (L, )

et donc 'EDP (4.1.1) se reformule ainsi :
d ~ . ~
Eﬁ-FO'(P)(E)M = 6t:0u0 +ﬂR+f.
Cette formule fait sens dans 'espace des distributions tempérées, ce qui conduit a la définition d'une so-
lution au sens des distributions tempérées de (4.1.1) en prenant la transformée de Fourier inverse de cette
expression.

Définition 4.1.4. — Soit P un opérateur différentiel a coefficients constants vérifiant (4.1.2). Soient uy €
&' (RY) et f € & (R \ {0} x RY). Une solution dans &' (R x R?) de (4.1.1) est une distribution tempérée u telle
que

{Gtu+P(D)u =f+8;—0®uy dans & (RxRY)

SuppucR* xR?
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ot f est le prolongement de f par 0 pour t < 0.

4.1.3. Résolution au sens des distributions tempérées. — La proposition suivante montre que cette défi-
nition est raisonnable.

Proposition 4.1.5. — Soit P un opérateur différentiel a coefficients constants vérifiant (4.1.2). Soient uy €
DR et f € DR\ {0} x RY). Alors

1. Il existe une unique solution u € € (R* x R%) du probleme de Cauchy

{atu+P(Dx)u=f, >0, xeR?
Ujr=0 = U

et pour tout t = 0 la fonction x — u(t, x) appartient a & (R%).
2. Il existe une unique solution v au sens des distributions tempérées du méme probleme de Cauchy.
3. Les solutions u et v coincident dans &' (R* \ {0} x R%):

UrR+\j0}xR = VIR+\{0} xR *

Démonstration. — Pour le premier point il suffit de résoudre 'équation en variable de Fourier, en écrivant
la solution sous forme intégrale

t

V=0, ﬁ(t,§)=e_U(P)(‘f)tﬁo(f)+f() e PO F & dr.

Lhypothese (4.1.2) assure que la solution est de classe € sur R x RY, et &— a’;’ u(t, &) estdans FRY pour
tout ¢ = 0 et tout entier p. Le résultat suit en prenant la transformée de Fourier inverse (et on a unicité de la
solution car on a raisonné par condition nécessaire pour obtenir la formule précédente).

On définit alors
v(t, x) :=u(t,x) V(t,x)€R+de, v(t,x):=0 V(t,x)elR_\{O}XRd.

La définition méme de v fournit le dernier point de la proposition, donc il s’agit de vérifier que v est 'unique
solution au sens des distributions tempérées du probleme de Cauchy. Pour cela on se place en variable de
Fourier et I'on fixe la variable ¢ € R?. La discussion précédant 'énoncé de la Définition 4.1.4 permet de
montrer que v est bien solution au sens des distributions tempérées du probléme de Cauchy.

Pour montrer qu’il n'y a qu’'une solution, on se place a ¢ fixé et on montre que ¢t — v(t,¢) est'unique solution
au sens des distributions tempérées sur R de

d =
Eﬁ(t,f) +0(P)(©)U(t,&) = f(1,8) +8=01p(¢) dans F'(R)

a support dans R*. Le résultat suivra alors en prenant la transormée de Fourier inverse en ¢. Si w en est une
autre, posons T := D(-,&) — w, qui vérifie I'équation suivante dans .%’ (R):

iT+a(P)(£)T—0
dt B

avec Supp T < R*. Mais alors < (e9P©)?T) = 0 donc la distribution t — e?®©! T est constante et a support
dans R* donc elle est nulle. Le résultat suit. O



4.2. RESOLUTION DE LEQUATION DES ONDES DANS L'ESPACE DES DISTRIBUTIONS TEMPEREES, ET DANS LES ESPACES DE SOBOLEV ~ 93

4.2. Résolution de 'équation des ondes dans I’espace des distributions tempérées, et dans les espaces de
Sobolev
4.2.1. Léquation des ondes. — On considere I'équation
Du::@%u—Au:f, t>0, xeR?

qui est équivalente au systeme d’équations

oru=v J
t>0, xeR
Gtv:Au+f
ou encore
u u| |0 u + d _ |0 1
(4.2.1) 0 ” + A(D) v)_(f)’ Supp(v)clR x R%, A(D) := (A O)

dont on va chercher une solution dans %' (R x R%) x &' (R x R%), qui soit nulle si £ < 0. On note que le spectre

de la matrice
0 -1
A =
o(A)(E) (Iflz 0)

est {—i|¢],i|¢l}. On peut adapter 'analyse du paragraphe précédent pour trouver une solution dans .’ (R x
R%) de (4.2.1) s'obtient en écrivant le systéme sous la forme

u u 0 17} u
Gt(v v):(f)+6t_0®(u(l)), Supp(y)cR+de,

oll f est égale a f sur ¢ >0 et est nulle sur ¢ < 0. On obtient alors 'équation des ondes scalaire en écrivant le
systéme composante par composante, ce qui donne

+ A(D)

Ou=6,_y®ug+08—0®u + f.
Définition 4.2.1. — Soit f € &' R+ \ {0} x RY) et (ug, u1) € &' (RY) x &' R?). Une solution dans &' R x R?) de

Qu=f, t>0, xeR?
(4.2.2)
(u,atu) = (uO: ul)

est une distribution tempérée u € &' (R x R?) telle que

Du=5;:0®uo+6t:0®u1+f et SuppucR+de.

4.2.2. Résolution de'équation. —

Proposition 4.2.2. — Il existe une unique distribution tempérée S “solution élémentaire dans le futur” de [,
Cest-a-dire une unique S € &' (R x RY) telle que

US=06(,0=0,0
SuppScR* xRY.

Ona
& sin(z/¢])
S(1,6) = ﬂt>0T, (t,&) eRxRY,
Remarque 4.2.3. — On trouvera en exercice la formulation dans la variable x plutét qu'en Fourier. En parti-

culier on verra que le support de S est inclus dansT  := {(t, X eERxRY, |x| < t} (voir aussi le Théoreme 4.2.7).
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Démonstration. — Prenons la transformée de Fourier en x de I’équation: il vient au sens des distributions
tempérées
018(1,) +1¢°8(1,8) =610 ® 1
{ SuppScR* xRY.
Pour montrer |'existence d’une solution, il s’agit de vérifier que
80,8 := ﬂt>o%ﬂ"{')

est bien solution de cette équation. On a
sin(tlcfl)) _5 sin(¢|¢])
H e
= Ti>ocos(t])

01110 +110c08(£1¢])

et de méme ]
sin(t/¢])

GHY
10T

| = 6 1=ocos(r1é) ~ Vsol¢Isin(zI¢)

sin(¢[¢])
&]

=8120® 1= [¢1*150

donc le résultat suit.
On vérifie facilement que § est une distribution tempérée.

Il reste a montrer I'unicité. Supposons que S et T sont deux solutions élémentaires, alors W = § — T vérifie

Ow=0

Supp W c R* x R?.
Alors
0 + €D @~ ilENW(2,8) =0
ce qui s’écrit aussi
e—l‘l‘|¢'|at(e.Zl'f|f|6t(e—l‘l‘|¢'|’V"/\(ty f))) =0.

Donc %1¢1g, (e~ 1™IW (¢, )) est constante, avec W (z,¢) a support dans ¢ = 0, donc d; (e *1W (z,&)) = 0 et
donc e ™IW (¢,&) = 0, d’o le résultat. O
Théoreme 4.2.4. — Si uy, u; sontdans éa’([l'\Pd) et f estdans &' (R*\{0} x Rd), alors (4.2.2) a une unique solution
dans &' [R* x R%), qui est définie par
(4.2.3) V=0, u(t)=0;S*(8=0®up)+S*(B0®u)+S*f
(avec * la convolution dans les variables t et x) ou encore

sin(flé) . (sin(I€])
g @ d H

Enfinsideplus f € L}, _(R*; H"Y(RY) et (ug, u) € HSRY) x H*™1(R?) pour un s € R, alors u € €°(R*; H* (R%))
etd,ue €°R*; HS L (RD).

(4.2.4) V=0, (¢ ) =cos(tléNy(&) +

Uso) %1 7 8).

Démonstration. — Commencons par vérifier que (4.2.3) fournit bien une solution. Comme [JS = 6 (4, x)=(0,0),

ona
0(0:S * (§1=0® ug)) = D(S* (8- ® Up))

= (08) * (8, ® uo)

=8 (£,0)=0,0) % (6_o ® Up)
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et donc
D(atS* (O¢=0® u())) = 6;:0 ® Up.

Le calcul est similaire pour les autres termes de (4.2.3).

Vérifions maintenant que le support de u est bien inclus dans R* x R%. On a
Supp (8¢S * (8 ¢=0 ® Up)) < Supp (8+S) + Supp (8 ¢=0 ® Up)
cR* xRY + ({0} x RY)
cR* xRY,
et de méme le calcul est similaire pour les autres termes de (4.2.3).

L'expression (4.2.4) s’obtient directement par passage en Fourier (partiellement, en x), et 'unicité découle
du méme argument que dans la démonstration de la Proposition 4.2.2.

Pour conclure supposons que f € EOR"; HS L RD) et (ug, uy) € HSRY) x HS"1(RY) pour un s € R. Alors
I'application

(£,8) — (1+1¢1%) 2 cos(£1) o (&)
est dans €°(R*; L2(R%)) par le théoréme de convergence dominée, et donc (0,§ * (0= ® ﬁo))w\{o} Rd se
prolonge par continuité en ¢ = 0 en un élément de EOR*; L2((1 + Iflz)% d&)). Le second terme de (4.2.4)
s’analyse de la méme maniere, une fois remarqué que

sin(t|¢]) 1
——— | = —Tig1>1 + i<
| B | g LT =

2
=——1 + ——T¢<
e T g

2(1+1)
< .
1+1¢]

Par convergence dominée on a en effet que

3 sinelgh)

— U
€]

est dans €0 (R*; L2(R%)). Enfin si de plus f € LIIOC(IR*; H"1(R%)) alors

(£, — (1+167) &)

tsin ((¢ - t")|€])

(t,$) — (1+|é|2)ff fu oar
0 IS
est dans €O (R*; L2(R%)). Le théoréme est démontré. O
Remarque 4.2.5. — Les calculs ci-dessus indiquent que l'on peut en fait omettre U'hypothese que les données

et la source sont des distributions a support compact. 1l suffirait qu’elles soient tempérées pour donner un sens
a l'équation. Nous montrerons plus loin que la solution fondamentale de l'opérateur des ondes est a support
compact tant que t est dans un compact.

Par ailleurs si f € L' R*; H*™! (RY)) alors de plus ue L°(R™*; HS(RY)) etd;ue L°R; HS 1 RY)).

4.2.3. Propriétés qualitatives. —
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4.2.3.1. Conservation de I'énergie. —

Théoréme 4.2.6. — Si ug,u; sont dans H! x LZ(IRd) et u est l'unique solution de (4.2.2) avec f = 0,
dans €°(R*; H' (RY) n €' (RY; L*>(RY)), alors l'énergie
1
B = 5 (IVu(o 12 + 10,017, )

est constante.

Démonstration. — On peut utiliser la formule explicite (4.2.4). Une autre méthode (valable seulement si u
est suffisamment réguliere, il faut donc procéder par approximation pour justifier le calcul) consiste a mul-
tiplier 'équation par 0, u et intégrer par parties:

0= (Duld,u) = (0%uld,u) - (Auld,u)

1d
=5 7 10:4OIT, + (Vul Vo u)

= iE(t) .
dt
Lintérét de cette méthode est qu’elle ne repose pas sur une formule exacte pour la solution, elle est donc
beaucoup plus robuste. O

4.2.3.2. Vitesse finie de propagation et domaine de dépendance. —

Théoreme 4.2.7 (Vitesse finie de propagation et domaine de dépendance). — Soient ug,u; dans H' x
L*(RY), et u P'unique solution de (4.2.2) avec f = 0, dans €°R*; H'(RY)) n €' (R*; L>(RY)). Si ug et uy sont
nulles dans B(xg, Ry) alors

u=0 danslecone {(t,x)eIR%led/tEO et Ix—xolsRO—t}.
Si uy et uy sont a support dans B(xo, Ro) alors

SuppuC{(t,x)E[Rx[Rd/tEO et xeB(xo,Ro—i-t)}.

Xo X0
—> —>

R, Ry
FIGURE 6. Sur la figure de gauche, domaine de dépendance. Sur la figure de droite, vitesse finie de propagation.

Démonstration. — Dans les Exercices on montre le résultat (plus fort puisqu’il est valable dans le cadre des
solutions tempérées)

SuppSc{(t,x)e[Rde/tZO et xeB(O,t)}.
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Comme pour le Théoréme 4.2.6 au-dessus, on propose ici une démonstration qui ne repose pas sur la for-
mule explicite de la solution, mais sur une estimation a priori. Soit donc xy € R et Ry > 0, et posons,
pour 0 <t < Ry,

1

EF(f):= —f (IVu(t, )1* + 10, u(t, x)*) dx.
2 JB(xo,Ro-1)

En notant Q; := B(xp, Ry — t) on remarque que

F’m=1f 3,(1IVut, O +10:ult, 01%)d —1f (10cu(t, )2 + [Vu(t, )2 dx.
2 Ja, |x—xo|=Ro—t

2
Mais
1
—[ Otlatu(t,x)lzdx:f 02 u(t, x)0,u(t, x) dx
2Ja, Q,
=f Aud;u(t,x)dx,
Q
et

fAuatu(t,x)dx: divx(VuOtu)(t,x)dx—f Vu-Vo,u(t, x)dx
Q

Q; Q;
1
:f Vu(t,x) v (x) 0,ult,x)d ——f 9, \Vu(t, x| dx,
0Q; 2 Q

ol v;(x) estla normale unitaire extérieure de 0Q; en x. On a donc
1
F’(t):f Vu(t,x) - ve(x) Otu(t,x)dx——f (IOtu(t,x)IZ+|Vu(t,x)|2)dx.
|x—xol=Ro—t |[x—xol=Ro—t
Mais
2|Vu- v, (x)0,u| < 10,u(t) + |Vun)?

donc on obtient que F'(¢) < 0. En particulier si ug et u; sont nulles sur B(xg, Ro), alors u(#) s’annule sur le
cone |x—xg| <Ry —t.

Montrons de méme que si g et u; ont leur support dans B(xp, R), alors pour tout ¢ = 0 le support de u(¢) est
dans B(xp, R+ t). Soit yy tel que |xo — yol > Ro + t. On note que

ly—ywl=st=ly—xo0lzIx0o—yol=ly—yl=Ro+t—t =Ry

donc E(yo, ) € B(xg, Ry). On en déduit que uy et u; sont nulles sur B(yy, t) et donc u(t, yp) = 0.

X

Ry+1t

FIGURE 7.

Le théoreme est démontré. O
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4.3. Résolution de 'équation de Schrodinger dans I'espace des distributions tempérées et de Lebesgue

On considere I'équation de Schrodinger homogeéne

id;u—3Au = 0 dans R*xR?
(4.3.1)
Ur=0 = U,
etinhomogeéne
i0;u—iAu = dans R* xR4
4.3.2) T2 ! )
U=0 = Uo,

ol u, comme le terme source f, est une fonction de R* x R% & valeurs dans C. La donnée initiale Ug est une
fonction de R? a valeurs dans C.

Remarque 4.3.1. — On ne s’intéresse qu'aux temps positifs mais par réversibilité c’est équivalent de consi-
dérer t e R.

4.3.1. Résolution de I'équation homogene. —

4.3.1.1. Solutions dans la classe de Schwartz. — Soit f une fonction définie sur R* xR? et soit k un entier. On
dit que f appartient 2 €*(R*;.#(R%)) si pour tout t € R* et tout n < k, ol f(ne F([RY), et pour tout p,q €N,
pour tout a € N? avec lal = p,

hm sup ’(x)"@”@“(f(t’,x) —f(t,x))) =

! xeRrd
Dans la suite on choisit la détermination principale de la racine carrée.

Théoréme 4.3.2. — Soit uy € f([R{d). Alors il existe une unique solution dans €1 (R*;y(ﬂ%d)) de (4.3.1), qui
est donnée par
V>0, u(t)=E()*uy

avec
1x?

1 _jlx
E(t,x) = .
(—2mit)2

De plus u€ €°[R*; % (R%)).

On note que si g € .%(R%), alors le produit de convolution de E avec 1 est bien défini car x — E(f, x) est
une fonction bornée.

Démonstration. — Cherchons une solution de (4.3.1) dans €' (R*;.%(R%)). En prenant la transformée de
Fourier en x on trouve

1
(4.3.3) i0.1(t,8) +5lélzﬁ(t,€) =0

dont la solution est
6,6 = 'S 0 (©).

On remarque que i € €°R*;.¥ (R%)), donc par transformée de Fourier inverse (toujours en x), on trouve
que u € €°[R*;.#([RY)). On définit

2

B8 =o',
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etl’on remarque que E est bornée mais n’est pas intégrable, et il s’agit néanmoins de calculer la transformée
de Fourier inverse de cette distribution tempérée : on va montrer que pour tout ¢ > 0, & ‘I(E (1)) est une
fonction continue sur R? donnée par la fonction

1 il
E(t,x)= ————e "2
(=2mit)2
On rappelle que pour tout réel a > 0,
|2 2
971(67%)(16): ! def%,
2ma)2
et 'on souhaite étendre ceci a a = —it, t > 0. Soit # := {z € C/ Rez > 0}. On écrit pour tout z € #, son
: da a .40

argument 6 := Argz €] — %, 5[ etz=|zle! et zz = |z|Z €!?%Z . Pour tout x € R?, les fonctions

2
zeH—F e %)(x):z

1 m
ix-&—z%-
2md f ¢ s

1 _lx?
zZ€ S — —e 2

2mz)2
sont holomorphes, et elles coincident sur {z € #/ Imz = 0}, elles coincident donc sur 7.

Soit maintenant ¢ > 0, et soit une suite (z;) ,en de A telle que z,, — —it. Alors pour tout x € R4

X2
feleZn dE = gn(x):= —— e 5

2mzy)2

HE(=2p,) = ful0) =

(@2m)4

Dans la suite on note (f, g) pour (f, g>5ﬂ/(Rd)x5ﬂ([Rd)- Pour toute fonction ¢ € y([Rd)
1 1312
lim (g, p) = lim fg (X)p(x)dx = f — e "2 p(x)dx
n=eo 2T neo ) 21 (-2mint
1 2
donc en particulier g, converge vers ———e™" % dans %' (R%). De méme

(—2mit)2

lim B2, = Jim [ p@ae= [ 5 g a,
2
donc e~#'% converge vers el!'s dans ' (R%) et par continuité de Z~! sur %' (R?) on obtient que f,, con-
|
verge vers Z ! (e'' 2" ) dans %' (R?). Finalement il vient
-1 l’tl 1 —iﬁ
G (e 2 ): —e 21
(—2mit)2
Lunicité de la solution de (4.3.1) provient du fait qu’on a raisonné par condition nécessaire, et le théoreme
suit. O

4.3.1.2. Solutions au sens des distributions tempérées. — Avant d’énoncer le théoréme, on remarque que par
définition de la solution fondamentale E, on peut donner un sens a E(f) x ug si ug € &’ (RY). En effet E(1)
est bornée sur R? donc E (Nipe &’ ([Rd), et le résultat suit du fait que la transformée de Fourier est continue
sur.#' (R).

Le calcul suivant sera utile par la suite : si ¢ € . (R%;R) alors pour tout £ > 0

(E(t) * ug, ) = (2m)~UE(1) Ty, F ()
= e e "'F T (¢)

= em Uiy, e T F ().
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En particulier grace a la continuité de & -1 dans &' ([RY), pour tout ¢ > 0 I'application uy — E(f) % ug est
continue dans .%'(R?) au sens oi1 si uy est une suite de .’ (R%) convergeant vers uy dans .%'(R%) (c'est-
a-dire (uj — ug, ) — 0 pour tout ¢ dans #(R%) alors pour tout t > 0, E(f) % uj converge vers E(f) * ug
dans &' (R%).

Théoreme 4.3.3. — Soit uy € V’(Rd). Alors il existe une unique solution dans €O (R; y’(Rd)) de (4.3.1), au
sens suivant: pour toute fonction ¢ € & (R%;R), l'application

reRY — (u(n),p)eC

est continue, et
T
(4.3.4) Ve L Rx R”’;IR), VT >0, f <u(t), i0:(t) + %A(b(t))dt =u(T),ip(T)) — (up, i$(0)) .
0

Elle est donnée par
u(t)=E(t) *xugp.

Démonstration. — Par densité de & (R%) dans &' (R%) on peut approximer i, par une suite u(’} de fonctions
de #[RY), et 'on définit 1" (¢) la solution de (4.3.1) associée a uj.Ona

u"(t) = E(t) % uf .

Comme noté au-dessus,
u(t) — E() xup dans &' RY).

. . S itk Lo -
Par ailleurs en écrivant u”(¢) = # ! (e'! = G}') on a par continuité de # ! dans .#'(R%) que

2
u(t) — gfl(e”% o) =: u(r) dans S (RY).

On a ainsi

u(t)=E(t)*xug.
Puis on note que pour tout ¢ € V(Rd; R) ona

. 2_
w(t), ¢y = @m) 4 (iig, e T F ()
2

et comme e'!'s Z($) € €"RY; L [RY) onaque t € RT — (u(1), ) est continue.

Montrons maintenant (4.3.4). Si ¢ € (R x R%;R) et T > 0 sont donnés alors

. , T . 1
(u(T),ip(T)) — (uop, ip(0)) —j; (u(1),i0:p(1) + 5A</)(t))dt

L2

2 __ T . _ 1 _
= (2n)‘d(<ﬁo,ie’T%ﬂ(@(T))—<ﬁo,iﬂ(¢)(0)>—f0 (0,e" = (i0:F @)1 - 51 PF@)(1) )di)

L2

2 __ T . _ 1 _
= (Zﬂ)_d(<ﬁO,ielT%g((,b)(T))—<ﬁ0,i9(¢)(0)>—<ﬁo;f0 e!' 7 (i0,F () (1) - §|‘|29(¢)(r))dt>).

On conclut en remarquant que

Kl

T 2 e _ T : R —
fo 5 0, F (@)1, O)dt = ¢! TS 9(@(15)—9@)(0,5)—[0 S EF @
d’ ou
e r a

T e - . _ _ . —
fo T i0,F () (1, Odt =T i9(¢)(T.E)—i9(<P)(O,E)+fO %Iflze” ZF(P)(r,Q)dr

et enfin on obtient

T 1
(u(T),ip(T)) — (uo, ip(0)) —fo (u(n),i0:4(1) + 5A¢(t)>df= 0.
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Pour démontrer I'unicité on raisonne par dualité : on suppose que uy = 0 et on considere 'unique solution
associée, notée u. On va montrer que pour tout 7 >0 et tout ¢ € FRY; R),

(u(T),p) = 0.

Soit y7 € F(R) telle que yr = 1 sur [0, T]. Alors la fonction ¢ € (R x R?) définie par sa transformée de

Fourier en x par
e

TPy

P(1,8) =Y
vérifie
dup+ %mp =0
sur [0, T] x R? et donc par (4.3.4)

Vye SRY, (wT),p) = (up, e ™ y) =0.

On a donc u(T) =0 pour tout T € R, et le théoréme est démontré. O
Remarque 4.3.4. — Supposons que uy = Og. Alors
1 _jl?
V>0, u()=E(l)=———7 e "'2°.
(—2mit)2

Cela est un phénomene de vitesse infinie de propagation. En particulier u est une fonction analytique dés
quet>0.
S A
Notons S() := e”''2 'opérateur d’évolution linéaire
S(t) : ug — u(r) solution de (4.3.1).
On a donc que les applications suivantes sont continues pour tout ¢ > 0:

() : SR — FRY
' (RY — #'(RY).

4.3.2. Résolution de'équation inhomogéne. — On peut montrer, par les mémes méthodes qu’au-dessus,
quesi uge F' R et f e LIIOC(R+;,?’(R’1)), alors il existe une unique solution a (4.3.2) au sens oll

T ; T
V>0, Ype SR xRY), (u(T),(b(T))—(u(O),(p(O))=f0 <u(t),0;¢(t)+éA¢(l‘)>dt+f0 (f(0),p(0)dr,

et elle est dans €°(R*;. %' (RY)).

4.3.3. Données initiales dans L”(R%),1 < p<2. —

4.3.3.1. Conservation de la masse et de I'énergie pour I'équation homogeéne. —

Théoréme 4.3.5. — Soit uy € L*>(R%). Alors la solution de (4.3.1) construite au Théoreme 4.3.3 vérifie u €
€¢O(R; LZ([R%d)) et on a la conservation de la masse

(435) Vt = 0 ” Lt(t) ”Lz(Rd) = “ u() “LZ(Rd) .
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Démonstration. — Soit uy € L? (R%). On sait que la solution est dans L®(R*; L2(RY) puisque E est bornée
dans R* x R, Légalité (4.3.5) peut s'obtenir en utilisant la formule explicite de la solution. Une autre ap-
proche consiste a multiplier (formellement) I’équation (4.3.1) par @ et a multiplier 'équation
—i0;u-— lAE =0
2
par —u, a sommer les deux équations et a intégrer sur R%. On trouve

1 1
if (atuﬁ+atﬁu)(t,x)dx——f Au(t,x)ﬁ(r,x)dx+—f Au(t, x) u(t,x)dx =0
R4 2 Jpd 2 Jpd

donc :d
i
——f lul?(t, x)dx = 0.
2dt Jpd
Pour rendre cet argument rigoureux on commence par régulariser 1y dans L? par ujes (R%), auquel cas la

solution associée 1" vérifie u" € € R*; ¥ (RY)) et le calcul précédent fonctionne : on trouve
V=0 ”un(t)”LZ(Rd) = ”ug”LZ(Rd)‘

On montre de méme que cette suite est de Cauchy dans L (R*; L?(R%)) et par unicité de la limite au sens des
distributions tempérées elle converge vers la solution u qui est en particulier dans €¢I (R*; L2([Rd)). Légalité
d’énergie est donc démontrée pour u. O

Théoréme 4.3.6. — Si up € H! (RY), alors la solution de (4.3.1) construite au Théoréme 4.3.3 vérifie u €
€O(R*; H' (RD) et la conservation de I'énergie

VtZO ”Vu(t)”LZ(Rd) = “Vu()"LZ(Rd).

Démonstration. — Largument formel est identique en multipliant 'équation par A et en prenant la partie
imaginaire. On raisonne alors une fois de plus par approximation. O
4.3.3.2. Estimation de dispersion pour l'équation homogene. —

Théoreme 4.3.7. — Soit uy € L' (R?). Alors la solution de (4.3.1) associée vérifie pour tout t > 0 que u(t) €
c60([R‘i) et tend vers zéro a l'infini en x, et

1
Vt>0, ||u(t)||L00([Rd) = —1” uO"LI(Rd) .
(2me)2

Démonstration. — Linégalité de dispersion provient de I'inégalité de Young. La continuité en espace
de u(¢) provient de celle de E(t) et du théoreme de convergence dominée, puisque

—i lx—y?
u(t,x) = 7| e 7 uydy.

(2rr)2
Enfin en écrivant

1l xy P

u(t,x) = e 2 |e uo(y) dy
(2mt)2

le résultat de décroissance vers 0 quand x tend vers l'infini suit par le lemme de Riemann Lebesgue, pour
tout ¢ > 0. O

On a donc montré que les applications suivantes sont continues :

S : *RY — I*(RY), denorme 1
1

o
2me)z

L'RY — I1°®R?%), denorme
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On va mettre en place un argument dit “d’interpolation” qui permettra de conclure que
1

[

11
(4.3.6) S :LPRY) — LIRY), =+ g-1 1sps2, denorme -
p 72

(2me)

Remarque 4.3.8. — La continuité (4.3.6) est fausse pour p > 2 (sauf dans le cas radial) : voir par exemple Tao,
Nonlinear dispersive equations : local and global analysis, Exercise 2.35 pour un contrexemple.

Théoreme 4.3.9. — Soient (X, ) et (Y, v) deux espaces mesurés, et soient quatre réels py, qo, p1, g1 dans[1,00].
On considére un opérateur linéaire A défini sur l'ensemble des fonctions étagées sur X et intégrables pour (.
On suppose que les applications suivantes sont continues :
A:LPO(X, ) — LP(Y,v)
LPY(X,u) — LT (Y,v).
On note of; := || All i (x, ;19 (v,v) - S0it 0 € [0,1], et pg, qg définis par
1 1-0 6 6 1 1-6 9 0

P o P A @
Alors A envoie contintiment LP9 (X, u) dans L9 (Y, v) et

”A”LPH (X,1);L90 (Y, v) = -dolie.szflg .

Démonstration. — Soit 0 €]0,1[. Alors pg, gg sont dans ]1,00[ et il suffit de montrer que pour toute fonc-
tion f e L' N L®(X) et g€ L' N L®(Y) de norme 1 respectivement dans L”? (X) et L%(Y)ona

) f (AHEW) dv(y)) <o) 0.
Soit
D:={zeC, 0<Rez<l}.
Pour z € D fixé on pose, pour x€ X et y€ Y,
|§§ PR e g |g(y)| By,
On note que f@ = fet g@ =g, et qu'en écrivant z=a+ibe D avec a€ [0,1] et be R alors

@ (| = o @ (] = A
[fP@|=f@fre et [g9m)|=]g(]%.

Par ailleurs pour presque tout x € X et y € Y, les applications z — @ (x) et z— g'¥(y) sont holomorphes
dans D et continues dans D. Soit

f(Z) (X) =

F(2):= f (Af(g? mdviy).
Nous allons montrer que
4.3.7) Vz=a+ibeD, |F(2)|<sdy L,
ce qui donnera le résultat en prenant z =6 €]0,1[. Danslecasot z=k+ibe Davecke{0,1}etbeRona
[F@| = [AF ] Lo Ng®N
(4.3.8) <l f N lig® N g
=il fllgpo IIgIILqé = .

Danslecasouz=a+ibe D avecac€]0,1[etbeRona

!

@ (| = o @ (] = A
[fP@=]f@)r et |g9m]=|gwm|%.
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On peut supposer que pg < p1, auquel cas a — p, est croissante et
sia=Rez<0 alors 1 < Po donc f@ e L' nL>®(X),
Pa

sia=Rez =0 alors pg < Pop1 donc f@ e LP1(X),
Pa

et de méme avec g,/ q,. On a utilisé dans le premier cas que

pop1 _

Po
f 1FP 0P <1 F PNl 2,0

et dans le second cas
p,

Pory 071 _pe
f FA| P <1F @2 e,

Finalement F est bien définie sur D, est holomorphe dans D et continue dans D. On montre de la méme
facon que F est bornée sur D. On définit enfin la fonction F par

E(2):= FQo) ' ot *
qui est holomorphe dans D et continue dans D. D’apreés le principe du maximum on a
sup|F(2)| = sup |F(2)| =1
zeD zedD
par (4.3.8), et donc (4.3.7) est démontrée. O

Corollaire 4.3.10. — Soit p € [1,2]. Si ug € LP R%), alors pour tout t # 0 on a S(t)ug € L? (R?) et

1
"S(t) u[)”Lp/(Rd) = 4 4 ” uollLP([Rd) .

@2mr)pr 2

4.3.4. Estimations de Strichartz. — Gréace ala conservation de la masse et a la dispersion, on peut démon-
trer un effet "régularisant” sur I'équation de Schrédinger. C’est un fait tres général, on propose donc ici de
démontrer un théoréme abstrait.

On rappelle que si T est un opérateur borné sur L?(R%) a valeurs dans L?>(R%), alors son adjoint T*, est
I'unique opérateur linéaire sur Lz(Rd) avaleurs dans 2 ([Rd) tel que

Vye *®RY), vxe *RY), (Txly)=(xIT*y).
Le résultat suivant est dii a J. Ginibre™" et G. Velo. La méthode de démonstration s’appelle la méthode T T*.

Théoréme 4.3.11. — Soit (U(t))tzo une famille bornée d’opérateurs continus sur L2(R%;C) telle que pour
foust# t', Ut U* () est continue de L' R?) dans L®([R?) avec

C
3C)>0,30>0, VfeL'®RY), Vi#t, ||U(r’)U*(r)f||Lw(Rd)sﬁn]’uﬂmd).

Alors pour tous les réels (g, r) € [2,00] vérifiant la condition d'admissibilité

L. 2% (gro#@ooD
- — =T O , 00,
qg r 2 9
il existe une constante C > 0 telle que
(4.3.9) Vuge PRY), |UW®uol 1age.irgay < Clluolz2 -

1)1938-2020
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Démonstration. — On remarque que le cas (g, r) = (0o, 2) est simplement dii au fait que la famille (U (t)) 0
est bornée sur L?(R%). Dans la suite on peut supposer g < co. On ne va démontrer 'estimation (4.3.9) que
dans le cas o1 g > 2. Le cas extrémal (g, r,0) = (2,1, 0) avec (r,0) # (0o, 1) demande beaucoup plus de travail.
Voir [Keel-Tao® , 1999].

Pour alléger les notations on écrira L7 (L") pour L (R*; L (R%)). On commence par remarquer que
Co
donc par définition de o, g et r on trouve par le Théoréme 4.3.9 d’interpolation

lUEHT* @] g2, 2= Cr et [UOUT D] g1 ooy =

2 q_2

INTT* CerO '

(4.3.10) ¥2<r<oco, |UWU (t)||$(L,r‘L,)sﬁ-
r—t'a

On note que

||U(t)uO”Lq(Lr) = p

su f(U(t)uo)(x)<p(t,x)dtdx|, ,%q,,,,;:{<pe@([nzd+1)/||(p||m,m,)51},
PEB 1 11

On peut alors écrire

lU@uo] o, = S ‘.[[Rdx[R U@uo(0p(r, x) drdx|

= sup o () (U* (D9 (2,) (x) drdx)
(p&@q/‘r/ R9 xR

<ol ey sup | [ Ut de

2R
PEB L2®D)

Mais

H fR U*(0p(t, ) dt ;(Rd) = fR ) fR XR(U*(t)a(t,x))(u*(t')a(ﬂ,x))dxdtdr’

:ff (U(z’)U*(t)a(t,x))q)(t’,x)dxdtdt’.
R4 JRxR

Par (4.3.10) il vient

_ 2 1
| [ wpwaard, <c. | O ()] o ded’
R L RxR [t—¢|a

1
:Crf( 7 *”(p(')”Lf')(t)”‘/’(f)ller dr.

[-17

Pour conclure fait appel au lemme suivant en dimension 1 (avec @ = 2/¢q, p1 = ¢’ et p» = g), que nous

admettrons (et qui justifie la restriction g > 2 qui évite % =1). O
Lemme 4.3.12 (Hardy-Littlewood-Sobolev). — Soitn =1, a €]0, n[ et soient py, p2 dans]1,00] tels que
1 a 1
—+—=1+—"
pr n p2

Alors il existe C > 0 telle que pour tout f € LP' (R™),

Hl |_a*f||Lp2(Rn) = C”f”LI’I([R") .

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer les estimations de Strichartz pour 1'équation de
Schrédinger.

@1975
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Corollaire 4.3.13 (Estimation de Strichartz). — Soient deux couples admissibles (qy,11) et (g2,12) au sens
out

2 d d
(4.3.11) 2=¢qiri<oo, —+—=—, (q;rid)#(2,002).

qgi 1 2

Alors il existe une constante C > 0 telle que pour tout uy € L>(R%) et f € L7%([0, T); L2 R%)), la solution u
de (4.3.2) associée vérifie

el o, ey = C (102t + 1 g g0 71175 ey )

Démonstration. — Comme précédemment, le cas q; = oco est trivial, et nous n’allons considérer ici que
le cas q; > 2. Comme 'équation est linéaire, on peut commencer par considérer le cas f = 0, qui est
une conséquence directe du Théoréme 4.3.11 en remarquant que S est un groupe (S(z + t') = S(£)S(t")),
et que S*(r) = S(—1) (cela se voit directement par la formule en Fourier) et en choisissant o = d/2.

On se tourne maintenant vers le cas inhomogene. Si ©y = 0 et f est dans la classe de Schwartz (on omet
I'argument de régularisation permettant de faire cette hypothese) alors la formule de Duhamel donne,
pour 0 < t < T et en variables de Fourier

o Py
9u(t,f)=f e Fp (! oy
0

autrement dit ,
u() =[ S(t-t)fhar .
0

On écrit alors

t
< S(t—thf(t dr’
L9 ([0, T);L" (RY) ”fo ISt =] @

_2
scﬂu oK Tl £

t
”fo S—-thf(Hhar

L91([0,T])

L'l ®R%) ”L‘ﬂ (0,7’
ol on a utilisé 'estimation de dispersion

S = Yo, f(£)

!
Lrl(Rd) = 11 "f(t )”Lri Rd
ot — ) ?E7) ®)

et la relation (4.3.11). Par le Lemme 4.3.12 on trouve alors pour tout couple admissible (q;,71) au sens
de (4.3.11), pour q; > 2,

t
“fo S-Hfhdr

Pour dissocier les couples admissibles du membre de droite et du membre de gauche on va utiliser un ar-
gument d’interpolation, joint & un lemme (admis) de Christ et Kiselev. On commence par noter que pour
tout f € L% ([0, TT; L2 (R?)), par le résultat précédent

T
]fo fRd(f S(t—,;/)f(t',x)dt')?(t,x)dxdt‘5C||f||2

<CIfl

LT[0, TEL" (RD) — LN (0, THL'T ®R9))”

t
0 L%(0,THL2 R9))
Mais

T t _ T pT
f f (f S(t—t')f(t’,x)dt’)f(t,x)dt:f f f Toeio.nS(— ) f(£, )= f (£, ) dxdtdt
0o Jrd‘Jo 0o Jo Jmrd

T pT _
= f f f Tret0.S(=0 f (£, )S(=) f (¢, x)dxdtdt’
o Jo Jrd

et on remarque que

T pT T pT
[ [ [ wewnso s vsEafmdsdede = [ [ [ toeo.0s-0f 05070 ndxdrde
0o Jo JRrd 0o Jo Jrd
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donc
T t _ T pT
2Ref f (f S(t—t’)f(t,,x)dt')f(t,x)dxdt:f / f S(—t)f(t,x)S(—t’)f(t’,x)dxdtdt’
0o Jrd "Jo o Jo Jrd
T ! ! ! 2
:”fo Sihfahar|, o, -
Mais alors
T
! ! !
” fo SCOLEE| Lo <O ot

et donc par Strichartz

T T
Hf S(t— ) f(thdr' =H5(t)f S(—t) f(thar
0 0

L91([0,T);L"1 (RY)) L91([0,T);L" (RY))
T
sc” f S(—t) f(thdr
0

<CIfl

I2(R4)
L%(0, THL2 R9))”

Malheureusement on cherche plutét a montrer que

=CIfl

L9([0, T];L7 (RY)) L% ([0, TIL"2 ®)) "

T
[ [ tveonste-rparar
0
Le passage de I'un a I'autre est précisément le lemme (admis) de Christ® et Kiselev¥) suivant. 0

Lemme 4.3.14 (Christ-Kiselev 2001). — Si X, Y sont deux espaces de Banach et I un intervalle deR, et si K €
C(I x I £(X,Y)) vérifie pour un couple1 < ry <ry <oo

3C>0, Vfel(I;X), H fK(t, () dt’ < Cllflln s
I L2(LY) ’
alors
3C>0, Yfel'(I;X), H flﬂt,ewy,]K(t, Ofwar|,, . <Clflnax.
Remarque 4.3.15. — Si u est solution de (4.3.2) associée a uy et f, alors pour tout a € l\ld, 0% u est solution

de (4.3.2) associée 0%ug et 0% f. En particulier pour tous les couples admissibles (qy,11) et (g2, 12) au sens
de (4.3.11) il existe une constante C > 0 telle que pour tout k € N, si ug € H*R%) et f € L7%2([0, T); Wh"2 (R)),
la solution u de (4.3.2) associée vérifie u € L7 ([0, T]; W5 (R9)) et

I o, i ey < CN 0 sty + 15 st gy )

Remarque 4.3.16. — Des estimations de Strichartz sont associées a un grand nombre d'équations dites dis-
persives posées dans l'espace entier. On peut aussi démontrer par des méthodes de restriction de Fourier. Des

estimations similaires, souvent "a perte" peuvent parfois étre obtenues dans le cas de domaines, de variétés,
d’opérateurs elliptiques a coefficients variables, voire d'opérateurs dits sous-elliptiques.

®)1955
“1969
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4.3.5. Conservation de la masse pour 'équation inhomogéne. — Démontrons enfin un résultat de con-
servation de la masse pour I’équation inhomogene (4.3.2).

Théoreme 4.3.17. — Soit(q, ) un couple admissible au sensde (4.3.11). Siug € L2(R%) etfe L4 ([0, T];L’l (R9)),
alors la solution de (4.3.2) vérifie u € C(R*; L2(R%)) et on a la conservation de la masse

T
Vi€ (0,T] NI, g = U0l g, +2Im fo fR ST, x) dxd.

Démonstration. — Commencons par régulariser uy et f par ug € #[RY) et e €0, T]; % ([R%)). Alors
la solution associée vérifie u” € €°°([0, T]; & (R%)). On note que
n

A
—iatu"—zAu” =f

donc en reprenant la preuve du Théoréme 4.3.5 on trouve

T
2 2 -
(4.3.12) ||u"(t)||L2(Rd) = ||ug||L2(Rd)+21mf0 fw fr(t,x)u"(t,x) dxdt,
et
™ (1) = u"™ (O ay = l1tg = 5" 172 gy
(4.3.13)

T T
+ ZImf f e x0u"(t,x) dtdx—ZImf f ™, x)u™ (¢, x) dxdr.
0 Jr4 0 Jrd
Par ailleurs par les estimations de Strichartz donnent
n m n m n m
|| u —u "Lq([O,T];L’([Rd)) =< C(“ Uy — Uy "LZ(Rd) + ”f _f ”Lq’([(),T];L'J(Rd)))

donc par (4.3.13) et I'inégalité de Holder (u,,) est une suite de Cauchy dans L9([0, T1; L" (R%)), ce qui permet
de passer a la limite dans (4.3.12) et conclure. O

4.3.6. Résolution de NLS cubique. — On s’intéresse a ’équation cubique semilinéaire suivante, en deux
dimensions d’espace :

(4.3.14) {iat”—%Au = P3(u,W dans R* xR?

u|l’=0 = Uy,

ol P;3 est un polyndme homogene de degré 3 donné. L'application des estimations de Strichartz a’équation
de Schrédinger non linéaire remonte 4 G. Ponce® et T. Sideris en 1993. On va montrer le résultat suivant.
La méthode (que nous mettrons aussi en ceuvre dans le chapitre suivant pour la résolution de I'équation de
Navier-Stokes) repose sur un lemme de point fixe.

Lemme 4.3.18. — Soit E un espace de Banach de fonctions a valeurs dans C, soit m = 2 un entier et soit B, =
B (x,%) un opérateur borné de E™ dans E, de norme | B, ||:

VX€E, [BnxD|,<1Bmllxl}.

Il existe une constantex ,, = 2" telle que si a > 0 vérifie

1
(4.3.15) a"le——
Km | Bmll

alors pour tout xy € Bg(0, a), il existe un unique x dans Bg(0,2a) tel que

X=Xxg+Bm(x,X%).

©)1952
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Démonstration. — On utilise un argument classique d’itération : on pose
20:=X9 et ZzZpi1:=X0+Bm(zn,2n).

On suppose que | xpllg < a et on commence par vérifier par récurrence que |z, ||z < 2a. Supposons donc
que |l zxll g < 2a pour n = 0 donné. Par définition et par (5.4.1) on a

lzne1lle < @(1+2"a™ 1 Bnll) < 2a.

La suite (z;) est donc bornée dans Bg(0,2a) puisque a™ 1l < 1/2™| B, |). Par ailleurs il existe une con-
stante C,, ne dépendant que de %, telle que

-1
Izn+1 = 2ZnllE < Cn(2a)™ ™ | Bl zn — zn-1llE

donc si
Cna)™ | Bl <1

alors (z;) est une suite de Cauchy dans E, dont la limite est un point fixe de x — xp + %, (x,x). Lunicité
provient du fait que si x et y sont deux points fixes, alors

lx=ylE < Cna)" 1 Bmlllx-ylg.

Le lemme est démontré. O
Remarque 4.3.19. — Dans le cas oit m = 2 la condition (5.4.1) peut s'écrire
1
a< .
4/ %, |l
Théoreme 4.3.20. — Soit uy € L>(R?). Alors il existe un temps T > 0 tel qu'il existe une unique solution au

systeme (4.3.14) dans L3([0, T]; L®(R?)). La solution est de plus dans C([0, T]; L?(R?)). En outre, il existe une
constante ¢ > 0 telle que si || upll 2 g2y < ¢, alors la solution est dans L3(R*; I8(R*) n Cp(R*; L2(R%)).

Remarquons que cette équation possede la propriété d’invariance d’échelle suivante : si u est solution
sur [0, T, alors uy (t, x) := Au(A?t, Ax) aussi, sur [0, 172 T]. Les espaces L®(R*; L2(R?)) et L3(R"; L% (R?)) sont
invariants par le changement d’échelle u — u,. Plus généralement, les espaces L9(R*; L" (R%) avec (q,1)
admissibles sont invariants d’échelle. C’est ce qui fait tout I'intérét de I’équation cubique en dimension
deux (voir le TD pour des cas plus généraux) : on dit que c’est un exposant critigue pour la norme L? (équa-
tion "masse-critique") en dimension deux (en dimension d on vérifie que I'équation polyndmiale de de-
gré 4/d + 1 est masse-critique). On vérifie facilement que 1'équation polyndmiale de degré 4/d —2 + 1 est

"z

énergie-critique".

Démonstration. — Soit Q la fonctionnelle définie par
i0:Q(u) — %AQ(u) = Py(u,u) dans R* xR?
QW)j=0 = 0.

Il s’agit donc de trouver un point fixe a 'application
F(u) :=S(Hup+ Q(u).

Montrons que pour n'importe quel T > 0, Q envoie continiiment L3([0, T); L8 (R?)) dans L3([0, T]; L8 (R?)),
avec une constante indépendante de T. On a

t
Q(u)(t)zfO S(t—t)Ps(u(t), a(t))dt’,
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et les estimations de Strichartz du Corollaire 4.3.13 fournissent

”Q(”) “L3([O,T];L6([R2)) = C“ P3(u, u) HLI([O,T];LZ(RZ))

3
= Culluls o,y 5m2)) -
Comme par ailleurs
(4316) || S(t) Up || L3(R+;L6([R2)) = CO " Uy ”LZ(RZ) ’

le Lemme 4.3.18 implique qu'’il existe une constante k3 ne dépendant que de Pj telle que si

2 1
Isce) u0||L3([O,T];L6(R2)) = aC1
alors il existe une unique solution dans un voisinage de 0 dans L3([0, T]; L%(R?)). En particulier par (4.3.16)
si
2 2
K3C1 CO ” uO”LZ(Rz) =1 )
alors il existe une unique solution dans un voisinage de 0 dans L3 (R*; L8(R?)). Dans le cas ou up n'est pas
petite dans L%(R?%), on va montrer que

(4.3.17) %Hj}) IS uoll 0, 71,6 @2y = 0-

En effet pour tout € > 0 on peut trouver N € N tel que uév =g! (1.1=NZF uo) vérifie
o — ug 2 ey < €.
Mais alors d’'une part par le Corollaire 4.3.13
150 (o — 1) 3 g 152y = Coe

et d’autre part par les injections de Sobolev, la propriété de localisation en fréquences puis 'inégalité de
Holder et la conservation de la masse,

IS ug | 1o, 252y < ClIS@ uév||L3([0,T];H%(R2))

2
< CN3 ” S(t) u(])V”LS([O, T];L2([R22))
2 1
< C‘]V§ T3 ” Ug ||L2(R2) .
Le résultat (4.3.17) suit, ainsi que I'existence locale en temps et 'unicité d'une solution pour toute donnée

dans L2(R?).

La solution est dans L®([0, T]; L%(R?)) puisque c’est aussi une norme de Strichartz. La continuité en temps
s’obtient par la formue de Duhamel et la continuité en temps du flot libre S(¢). Le théoréeme est démontré.
O

Remarque 4.3.21. — La question du comportement de la solution au voisinage du temps d’explosion est une
question importante, pas toujours élucidée suivant l'équation considérée. On en parlera davantage dans le
cadre des équations de Navier-Stokes au chapitre suivant.

4.4, Exercices

On définit I'ensemble
I, :={tx) ek, xR", |x| < £}

Exercice 21 %% : propriétés de base de 'équation des ondes
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On considere f et g deux fonctions €°(R3). Soit u € €2 (R} x R®) solution de

02u(t,x) — Au(t,x) =0 sur RY xRS
(u(x),0,u(x)) =0 = (f(x),g(x)) sur R3.

1. Montrerquesit=1,ona:

1 3
|u(t,x)|s—(§ Hax,‘g”Ll(R3)+ z ||aaf“L1(|R3) :

1<|a|<2

2. On suppose que supp(f) < B(0, R) et de méme pour supp(g). Montrer que pour tout ¢ > 0, supp(u(t,-)) <
B(O,R+1).

3. On suppose encore que supp(f) < B(0,R) et de méme pour supp(g). Montrer que u est nulle dans
I’ensemble {(t,x): t> R, |x| < t—R}.

4. Soit (fy, xp) € Rt x R3. On définit le cone C(t, xo) par:
C(to, x0) ={(t,%) : |x—Xxol < to— 1, t < fg}.

Montrer que si f et g sont nulles sur l'intersection de 'hyperplan ¢ = 0 avec le cone C(ty, xy) alors on a
u(tg, xo) = 0.
Exercice 22 /& : unicité de la solution fondamentale

Montrer que si S et S sont deux solutions fondamentales de 1'équation des ondes avec
Supp(S)cT'; et Supp(S)cR, xR",

alors S= 8.

Exercice 23 % : résolution en dimension 1

Montrer que la seule solution fondamentale de 'équation des ondes a support dans I';. avec n =1 est

1
S t,x =—1 > .
1(2, %) 5 lrzlxl

Exercice 24 %% : résolution en dimension 3

Montrer que la seule solution fondamentale de 'équation des ondes a support dans I';. avec n = 3 est
1
4| x|

S3(t,x) = Sol—1x),

au sens ou

1
Yo eD(RY), <Ss,<p>:f ——o(lx], x)0x.
r3 47| x|

On montrera que
Ve DRY), YA>0, (S3,¢o0My)=A"%(Ss,¢)

avec M) x:= Ax, et que [JS3 est a support en 0.

Exercice 25 %% : Résolution en dimension 2
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1. Soit n un entier et S,,,1 solution fondamentale de I'’équation des ondes & support dans I', dans R x R*1,
On suppose que la distribution S, (£) est & support compact. Montrer que pour tout ¢ € 2 (R")

(Sn(8), ) =(Sp1 (1), p®1).

2. En utilisant I'exercice précédent, montrer que la seule solution fondamentale de I'équation des ondes a

support dans I'; avec n =2 est

So(t,x) = —1 —1 1
,» X >|x| -
2 2 t2 | |2 t=|x|

Exercice 26 %% % : propagation des singularités pour I'équation des ondes

1. Résoudre I'équation des ondes sur R} x R" :

6%u—Au =0
(u,0/Wli=0 = (O,f)

ol f € L?(R™) est a support compact et u € €2 (R, H>(R")). Montrer que si f € €°(R"), alors u € € (R xR").
Définitions. — On considere f € L*>(R").

(i) Ondit que f est €°° au voisinage d’'un point xy € R" s'il existe un voisinage w de x, tel que pour toute
P EEX (W), onadf e E€°R"). On définit alors le support singulier de f par son complémentaire :
x ¢ singsupp () s'il existe un voisinage de x sur lequel f est €°.
(i) On définit également Z(f) par son complémentaire : on dira que ¢ Z(f) si f est a décroissance rapide
sur un voisinage conique de u.
(iii) On dit que f est microlocalement €° en un point (xg,&g) € R" x R" \ {0} il existe un ouvert w de R"
contenant xy et un cone ouvert de R \ {0} contenant & tels que :

Vpe€Pw), YNeN, ICy>0:VEeT, ‘Jﬁf’scNuﬂa)‘N.

(iv) Lensemble des points (xo,¢o) ot f n'est pas microlocalement € est appelé le front d’'onde de f et est
noté WE(f).

2. On considere une solution u. Soit y € €°(R") telle que y(£) = 1 pour [¢| = 1 et y = 0 au voisinage de 0.
Vérifier que :

- L L ! (e IRUED i 5
wt,x) = oo 5y (e — U+ (Zn)”f(l X)) T f@&dé

ollon anoté:
1®

X ei(x'fillfl)f(f)d(f.

ui(t’ x) =

3. Montrer que WF(u(#)) € WF (u4 (£)) UWF(u—(1)).

4. On suppose fixé t € R et xg ¢ Supp(f) — tZ1(f), ou Z1(f) = Z(f) n{|¢| = 1}. Soit U un voisinage de xp et T’
un voisinage conique de X(f) tels que :

Un(Supp(f)—tI') =9
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otton anoté I'y =T Nn{|¢{| = 1}. On introduit ¥ homogene de degré 0 telle que ¥ = 1 sur un voisinage conique
de X(f) et w(¢) =0 pour ¢ ¢ T. On écrit uy = ul +u? ou:

ul(t,x) = %eﬂx'““fﬂf@) dé,
ui(t,x) _ A-w()x©) ei(x-Ethl{l)f(f) de.

I¢1

Montrer que singsupp(z4) = singsupp(ul).

5. En utilisant la relation
Xi—yi+ ti
7Y Ifl2 ajei((x—y).s‘ﬂ\f\) — ei((x—y)f”l«fl)'

1|y — <
J z|x y+ig

montrer que u}r € €°°(U). En déduire x ¢ singsupp(u (1)).
6. En déduire le « théoréme de propagation des singularités » suivant :

singsupp(u(t) < | (xi ti)
(5, EWE(f) ¢l
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Le systéme de Navier-Stokes considéré concerne un fluide incompressible dans le tore d-dimensionnel T% :=
(R/277)%, représenté par son champ de vitesses u: R* x T? — R% et sa pression p : R* x T? — R. Il s’écrit de
la maniére suivante:

oiu+u-Vu—Au -Vp dans R*xT4
(5.0.1) divu 0 dans R*xT¢
U= = up dans T4,

On remarque que
divu=0= u-Vu=div(u® u)

donc la moyenne spatiale est préservée par I'équation. Dorénavant on cherche la solution dans I'espace des
fonctions de moyenne spatiale nulle. En outre en prenant la divergence de la premiere équation on trouve

d X d L
—Ap=div(u-Vu) = Zaj(u‘Vu]) = Z 0;0;(u'u!),
i=1 ij=1
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de sorte que résoudre (5.0.1) revient a trouver u solution de
Oru+P(u-Vu)—Au=0

avec P := I - VA~!div le projecteur de Leray sur les champs de vecteurs de divergence nulle. On remarque
que
ninj

(@(”))i,j:(si,j_W

oi1 n € Z% estle nombre d’onde : on rappelle que

u(x) = Z d(n)e!™* dans IL*(T%, an):= L fde_i”’xu(x)dx.
T

nezd

Enfin les espaces de Sobolev sur T¢ sont définis par la norme

Nl—

1l ey = X > [amf)*.

nezd

5.1. Probléme de Stokes dans le tore

On s’intéresse au probléme suivant:

du—Au = f-Vp dans R xT¢
(5.1.1) divu = 0 dans R*xT¢
U=0 = Up .

Dans la suite on utilise la notation suivante pour le produit de contraction de deux matrices A et B

A:B:= E:AAijlgﬁ.
ij

Définition 5.1.1. — Soit ug € L*(T%) un champ de vecteurs de divergence nulle, et f € L2 (R*; H™(T%)) un
champ de vecteurs de divergence nulle au sens oit presque partout en t, div f(¢) = 0. On dit que u est solu-
tion de (5.1.1) avec donnée initiale uq et force extérieure f si u € €°(R*; H-1(T9) n L2R*; H'(TY)) est de
divergence nulle et satisfait, pour tout champ de vecteurs ¥ € €1 (R*: HY (Td)) pour toutt =0

(u(t),\P(t)>+f Vu:V¥(t,x) dxdt’—f (u(t),0, ¥ (tydr
[0,£]xT4 [0,1]

t
=(uo,‘P(0))+fO (fh, v dt'.

Une légere adaptation des méthodes du Chapitre 3 permet de démontrer le résultat suivant.

Théoreme 5.1.2. — I existe une unique solution u au sens de la Définition 5.1.1, elle est de plus dans
lespace €°(R*; L>(T%)) et vérifie pour tout t =0

1 2 ! 112 / 1 2 ! ! ! !
SO, oy [ VU, e = ok, + [ uen ar'

Remarque 5.1.3. — Comme en Proposition 3.3.2, on peut aussi montrer que si s € R et si ug € H(T%) et f €
LIZ0 SR H*"1(T%)) sont des champs de vecteurs de divergence nulle, alors il existe une unique solution u,
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au sens oir u € €°R*; H1(TD) n L2R*; H*(TY)) est de divergence nulle et satisfait, pour tout champ de
vecteurs ¥ dans € (R*; H=S*1(T%) et pour tout t = 0
(u(n), ¥ () +[

(0,2

(Vu(t’),V‘l’(t’))dt’—f
]

(u(t),0p,¥(t)ydt
[0,1]
t
=<M0,‘P(0)>+f W de.
0
De plus

t t
2 12 ! 2 12 !
[T fo Va2 yay A8 < Nkol e gy + fo If st

5.2. Solutions faibles

Définition 5.2.1 (Solution faible). — Soit uy € L*(T%) un champ de vecteurs de divergence nulle. On
dit que u est solution faible de (5.0.1) avec donnée initiale uy si u est de divergence nulle, appartient a
l'espace leo C(lR‘r; L2(T3)) et satisfait, pour tout champ de vecteurs ¥ dans €>°([R* x T9) de divergence nulle, et
pour presque tout t € R*

f u(t,x)-‘I’(t,x)dx—f (u-A‘P+u®u:V‘P+u-at‘P)(t',x)dxdt’:f Uo(x) - W (0, x) dxdr’.
T [0,11xT4 T

Définition 5.2.2 (Solution turbulente). — Soit ug € L>(T%) un champ de vecteurs de divergence nulle. On
dit que u est solution turbulente de (5.0.1) avec donnée initiale uy si u est une solution faible qui appartient
aL®®RY; L2(TY) N L2(RY; H (T9)) et qui satisfait l'inégalité d'énergie

1 2 ! 2 1 2
VtZO; Enu(t)"Lz(-[]'d)-’-\[0 ”Vu(t,)”LZ(-ﬂ'd)dt,S EHUOHLZ('Wd)'
Remarque 5.2.3. — Une solution turbulente vérifie donc pour tout champ de vecteurs ¥ dans € (R* x T%)
de divergence nulle, et pour presque tout t € R*

f u(t,x)-‘l/(t,x)dx—f (—Vu:V‘P+u®u:V‘P+u~6t‘P)(t’,x)dxdt’=f up(x)- (0, x) dxdt’ .
T4 [0,£]xT4 T4

Le théoréme suivant est dtiaJ . LerayV.

Théoreme 5.2.4 (Leray, 1934). — Soit2 < d <3 et soit up € L2(TY un champ de vecteurs de divergence nulle.
1l existe une solution turbulente de (5.0.1) avec donnée initiale uy qui vérifie de plus u € €°(R*; H™1(T%)).

Remarque 5.2.5. — Le résultat est vrai aussi si d = 4 mais la démonstration serait a adapter. On discutera
plus bas (voir la Remarque 5.2.9) de généralisations a d'autres domaines en espace.

Démonstration. — Comme pour le Théoreme 3.4.3, la démonstration repose sur un schéma d’approximation:

. Construction d’'une suite de solutions approchées.
. Compacité de cette suite.

. Passage a la limite.

. Estimation d’énergie.

. Borne €°(R*; H™1(T%)).

[ CC I \C R

1)1906-1998
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5.2.1. Construction d’une suite de solutions approchées. — Commencons par définir le projecteur spec-
tral Py sur les modes propres de I'opérateur de Stokes (5.1.1) sur T%: étant donné k € Z%\ {0} et (f,g")lsmsd_l
une base orthonormée de {k}+, on pose

1 , .
e (x) = —— (R + e + (f7 - ifihe ™ ).
202m) 2

Onremarque que les composantes de e]':l’" (x) sont a valeurs réelles et que div ekm'” (x) =0. Lafamille (ezw) km,n

est une base hilbertienne de {g e L2(T%RY) / fgdx =0etdivg = 0} etl'onapourtousl<m,n<d-1
—Ael"" = [klPe"

et pour tout g € L?(T%) de divergence nulle,

_ m,n _m,n mn ., _ m,n mmn|2 _ 2
g= 2 >l gl =gl ) ey, et ) > & = 18172 pay-
kezd\{0}1=m,n=d-1 kezd\{0}1=m,n=d-1

Comme dans le cas de I'étude spectrale du Laplacien au Chapitre 3, et en particulier le Théoréme 3.4.4, on
note que pour tout g € H-'(T%;R?) de moyenne et de divergence nulles on a

621 et = T X e,
kezd\{0} 1=m,n<d-1

et pour tout g € H'(T%;R%) de moyenne et de divergence nulles on a

2
I8l pa =00 = X 3 kPl
kezd\{0} 1=m,n=d-1

Enfin on définit Py le projecteur orthogonal dans L?(T¢) sur Vect{e,’c"'”, |kl < N}. Comme dans le cas de
I'étude spectrale du Laplacien au Chapitre 3, on remarque que Py est également un projecteur dans H' (T4).
On introduit alors I’équation différentielle ordinaire (en remarquant que PP = Py)

duN

—— = PpnyAuny+P Un, U dans R* xT?
(5.2.2) o NAun+PnQ(un, un)

uni=0 = Pnug

que 'on va résoudre dans L?V ={ge L2(T% /) g= Png}. Ona posé

Q(u,v):=—-div(uev).

Lemme 5.2.6. — Lopérateur P A est linéaire continu de L?V dans lui-méme, et Py Q est bilinéaire continu
de L%V X L%V dans L?V.

Démonstration. — Ce résultat peut se démontrer simplement en remarquant que toutes les normes sont
équivalentes en dimension finie. Nous en proposons ci-dessous une démonstration qui se généralise au cas
ot la troncature spectrale n’est pas en dimension finie (par exemple sil’équation est posée dans R%).

Le premier résultat est évident par la troncature spectrale:

IPNAfll2 < N?I fll 2.
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Quant au second, on écrit pour u, v € Lf\,

lPvQuv= Y X (Quwie)’

kezd\{0} 1sm,n=d-1
|k|I=sN

3 > IkP(Qu,v), [kt

kezd\j0} 1=m,n=d-1
|klIsN
= NZHQ(% V) “271

par (5.2.1). Mais par les injections de Sobolev puis la troncature spectrale,

|t )]y < [luev|,
< lullalvl s

=Cllull _allvll a
H4 H4
d
<CN2|ulzzlvliz2.

On a utilisé le fait que pour toute fonction a € H' (T%)
da da

177 “a
< 1 q
lall ¢ <lall; *llal .

: 2
et que si a € LY, alors
lallgn < Nllallzz.

On en déduit que si u, v e L?V alors

PN QU )| 2 < CN™ 2l 2wl 2.

On peut donc appliquer le Théoréme de Cauchy-Lipschitz 1.2.1 : il existe un temps T et une unique solu-
tion uy € €*°([0, TN[;Li,) a (5.2.2). Pour montrer que Ty = oo, il suffit de montrer une borne uniforme en
temps dans L? sur la suite (). Ceci est une conséquence immédiate de 1'égalité d’énergie

1 2 ! 2 1 2 !
SO, + [ TN, e = SNy O+ [ (=P Qs ) () (1))

t

1
= SO, gy + [ (= QUi ) (i (e)) o

1 t
= —|lun(0) ”iz(T”’) +j(; (uN.VuN(t’)|uN(t’) )LZ(T"Z)dt/'

2
Mais
(un-Vun(lun(t)) —(1V|u () |u (t’)) =
N N N LZ('ﬂ'd)— 2 N N LZ(Td)_ )

donc

1 2 ! 2 p_ 1 2 1 2

E”uN(t)”L2ﬂrd)+ o ”qu(t)HLZ(]Td)dt :E”uN(O)”LZ(-ﬂ'd)SE”uOHLZ('Wd)‘
Le lemme est démontré. O

5.2.2. Compacité de la suite approximée. — Montrons le résultat suivant.

Proposition 5.2.7. — 1l existe u € leoc([RJr ; HY) de divergence nulle tel que quitte a extraire une sous-suite,
pour tout T >0

uy—u dans I*(0,T)xT%, Vuy—Vu dans L*(0,T]xT%.
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Enfin siy est un champ de vecteurs dans € ([0, T); H (T%)), alors

lim sup |{un(t) —u(t),y(2))|=0.
NHOO[O,T]

Démonstration. — Comme (Vuy) est bornée dans L2([0, T] x T4 qui est un espace de Hilbert séparable, il
existe par le Théoréme 1.3.3 de Banach-Alaoglu une fonction v € L2([0, T] x T9) telle que quitte a extraire
une sous-suite, Vuy — v dans L2([0, T] x T%).

Pour montrer qu'il existe u € L?([0, T] x T%) telle que quitte 2 extraire une nouvelle sous-suite,
uy — ue L*((0, T x T,

il suffit de démontrer que la suite (uy) est relativement compacte dans L2([0, T] x T%). On va appliquer le
lemme d’Aubin-Lions 1.10.2, avec

X=H'TY, Y=1*)T%, Z=H'TY.

Onrappelle en effet que 'injection de H 1 (Td) dans L2 (Trd) est compacte (c’estle Théoréme 1.7.15 de Rellich).
On remarque que (—Auy,) est bornée dans L2(0,T),H! (Td)), et comme précédemment

1PN Qun, un) || -1 gay < Cllun %4
(T4) L

<Clluyl?
(5.2.3) lunl 4

[NJIW

d

2_ “c
< Cllunly, * IVuxl?,.

On en déduit que (0;uy) est bornée dans L% ([0, T]; H~1(T%)). Par le lemme d’Aubin-Lions, quitte a extraire
une sous-suite, (¢y) converge fortement vers une limite u dans L?([0, T] x T%). Enfin par unicité de la limite
au sens des distributionson a v = Vu.

Pour conclure, soit ¢ € €' ([0, T]; H (T%) et
gn() = un(®),w (1)
qui est bornée dans L*°([0, T]). En outre

gy (1) = ©@run (D), (1) + (un(1),0,y(1))
< |0;un(2) "H*I(Td) sup ”W(t)”qud) +1 uN(t)”Lqu) sup ”6tW(t)”L2ﬂyd)
(0,71 (0,71

qui est donc bornée dans L ([0, T]). On en déduit que (gn) est bornée dans €14 ([0, T;R)@ : en effet pour
tout ' <t

t
() - gn ()] sfﬂ |gh(9)] ds

TIghll 4
NTpa o,

et par le théoreme d’Ascoli (gy) converge vers une limite g dans L*°([0, T1;R). Comme par ailleurs

<|t-¢'"

gN(t)*fu(t,x)l//(t,x) dx

dans L2(]0, T1), le résultat suit par unicité de la limite. O

@) Elle est est équicontinue si d = 4 puisque g}v est uniformément bornée par une fonction de L! ([0, T1).
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5.2.3. Passage 2 la limite dans 'équation approchée. — Soit ¥ € € ([R* x T%) un champ de vecteurs de
divergence nulle. On a

da
E(uN(t),\P(t» = (PyAuyn(0), Y1) + <PNQ(uN(t), uN(t)),‘P(t)> +{un(1),0,¥ (1))
= —deuN(t,x) VPN (1, x) dx+fd un(t,x) @ un(t,x): VPNW(t, x) dx+fd un(t,x)0:¥Y(t,x)dx
T T T
d’ot1 on déduit que

f un(t,x) -Vt x) dx+f
'[|'d

[0,£]xT4

=f un(0,x)-¥(0,x)dx.
'|]'d

(VuN VPNY —un® uy: VPNV — uN'at‘I’)(t’,x) dxdt’
(5.2.4)

Pour passer a la limite en N — oo on utilise le lemme suivant.

Lemme 5.2.8. — Soit (Ay) une suite bornée d'opérateurs linéaires sur un espace de Banach E telle que
VheE, |Anh-h|;—0, N-—oo.
Alors pour toute fonction ¥ € €°([0, TI;E) ona

sup ||[ANY () -¥(D)|;—0, N—oo.
t€[0,T]

Démonstration. — Soit € > 0. Comme la fonction ¥ est continue a valeurs dans E, on peut recouvrir
I'ensemble compact W([0, T']) par un nombre fini L de boules de rayon €/2(« + 1) avec & := supy | Anll 2 &)
et de centres W(fy) avec1 < ¢ < L. Alorspourtout € [0, T]ettoutl1<¢<Lona

[ANY () =¥ ()| ;< |[ANY (1) - ANP (1) | &
+{|[ANY (1) =Y (o) || g + | Y () =P () || -

Par hypothése sur Ay, la suite (An¥(2/)) converge vers ¥(t,) pour tout 1 < ¢ < L donc il existe Ny, tel que
si n= Np alors
£
Visl<L, |AnYP(t)-Y(t)|g< 5

On en déduit que si n = Ny, pour tout t € [0, T] ettout 1 < ¢ < Lon a
[An¥ (=@ = [AN¥ (0 - AP |+ [Pt~ 0|+ 5
<+ D Wit - W0+ 5
et étant donné ¢ € [0, T, si £ est tel que

£
v -vo = 2D

le résultat suit. O

On applique ce lemme 2 E = H' (T4) et Ay = Py. Alors
sup [PyW () =W |1 qay—0, N—o0,
t€[0, T
et donc tous les termes linéaires en uy dans la formulation (5.2.4) ci-dessus passent a la limite grace aux
résultats de convergence faible de la Proposition 5.2.7. Il reste donc a étudier le terme non linéaire. Il s’agit
de montrer que

f uny® uy: VY (t, x)dxdt — uu:V¥(t',x)dxdt', N - oco.
[0,£]xQ2 [0,£]xQ2
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On va montrer que

lun ®un —ue ull 1o 71,1250y =0, N —oo.
On écrit

UNQUN—URU=(UnN—U)®UN+ U (UN—U)

et on utilise le fait vu ci-dessus que pour toute fonction a € H' (T%)

(5.2.5) lallpaqpay < ||d||L2 Ty IIVClIIL2 (Td)’
et donc pour toute fonction b € L12([0, T]; HL(TY)
||b”LZ([O T)LA(T4)) = ||b”L2([0 T);L2(T4)) Vb ”LZ([o T;I2(T4)) "

On applique cette inégalité a b = uny — u et b = up, u. Avec une inégalité de Holder, le résultat suit.

5.2.4. Inégalité d’énergie. — On sait par la Proposition 5.2.7 que pour tout champ de vecteurs ¥
dans €' ([0, T]; H' (T%)) de divergence nulle,

lim sup‘(uN(t) u(1), 1l/(t)>‘
N—oo[o,T)

Comme (uy) est bornée dans €°([0, T]; L2 (Trd)), la suite (up (1)) est bornée dans L2 (Trd) pour tout ¢ € [0, T]
et donc par unicité de la limite, pour tout ¢ € H L(T9) de divergence nulle, quitte a extraire une sous-suite,

(uN(t)|(p)L2('|]'d) - (u(t)l(p)LZ(‘gd); N —oo0.
Comme H'(T%) est dense dans L?(T%), on a donc pour tout ¢ € [0, T}
un (1) — u(t) e L(TY,

ce qui don] 1€ en paI tl'Cull'eI que
u(t [2 ‘H'd = ].iIIliIlf u t 12 Td .

Le résultat suit puisque par ailleurs Vi — Vu dans L2([0, T] x T%).

5.2.5. Borne dans €°([0, T]; H1(T9)). — Gracea (5.2.5) ona

1-d
lull s <lul 2 IV II

Ld ([0, T];L4(T4)) L([0, T;L2(T4)) L2([0, TL;L2(T9))

Sige H' (T?) alors pourtout 0< t < t' ona

t’
<u(t),<p>—<u(t’),<p>\ = )f ((Vu(t"), Vo) — ue u(t"), V) dt”

<|t—t|2||Vu|| 2 2y @l g pa -|r|lf—l‘|17||u||2 ol g1 pay -
L=([0, THL~(T9) HY(TY) Ld([o T).IA(Td)) HY(T)
Le théoreme est démontré. O
Remarque 5.2.9. — e« Si I'équation est posée dans l'espace entier, la démonstration est analogue en ayant

recours a une troncature en Fourier, et des fonctions test a support compact en espace pour pouvoir utiliser la
compacité de l'injection de U'espace des fonctions H' a support compact dans L?.

o De méme si l'équation est posée dans un domaine, avec conditions aux limites de Dirichlet homogenes au
bord par exemple, alors on peut appliquer exactement la méme démarche en utilisant la théorie spectrale de
l'opérateur de Stokes.

o La démonstration est inchangée si I'on rajoute une force extérieure dans L*([0, T]; H~' (T9)).
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o Le théoreme ne dit rien de l'unicité de la solution, qui sera examinée aux paragraphes suivants.

o Ladémonstration montre que 'on pourrait prendre la fonction test dans 6" (R*; H' (T%)) : on peut remplacer

en effet dans la formulation faible le termef ] (uou:VY)(t')dxdt parf (u®u, VW) (t',x)dt'. En effet
[0,1]xT [0,1]
comme vu dans (5.2.3) on a

- d

lu®ul s < Cllul

Ld ([0, T);L2(T4)) L°°([0 T);L2(T))

LZ([O THY(T4)) "

5.3. Résultats de stabilité

5.3.1. Le cas de la dimension deux. —

Théoréme 5.3.1 (Leray, 1934). — Soit ug € L?(T?) un champ de vecteurs de divergence nulle. Alors la so-
lution turbulente construite au Théoreme 5.2.4 est unique, appartient a €°(R*;L*(T?)) et vérifie I'égalité
d’énergie:

VIZO, ”u(t)”LZ('H'Z) f ”vu(t)”LZ('[[Z) ”u(O)”LZ(Tz)

En outre si ug et vy sont deux champs de vecteurs de divergence nulle dans L?>(T?) alors les solutions u et v
associées vérifient

t
(5.3.1) vnm,nmn—wnﬁmﬂ+ﬁnwmﬂ—mﬂm@mﬁﬂswwwﬂimmeWﬂ;W,

Démonstration. — Comencons par vérifier que la solution turbulente appartient a €°(R*; L?(T?)) et vérifie
I'égalité d’énergie. On a pour tout u € L®(R*; L2(T?)) n L*(R*; H' (T?))
o, u)”LZ([R+ 12y < U@ ull 2@ 2cr2)
= ”u”L4 (R+; L4(T2))

< Cllul?
LR HE (T2)

< C” u”Loo(RJr;LZ('[rZ)) ”Vu”LZ (R+;L2('|]'2)) .

On en déduit que si u est une solution turbulente, alors u est solution du probleme de Stokes avec terme
source Q(u, u). Par le Théoréeme 5.1.2, elle est donc bien dans €°(R*; L?(T?)). Par ailleurs elle vérifie

1 t 1 t
E“u(t)”iZ('ﬂ'Z)_{_\/(; ”vu(t,)HiZ('n'Z)dt’: E” uO'liZ(T2)+j; (Q(uy u)(t’))u(t’)> dtlr
et on en déduit |'égalité d’énergie.

Pour montrer I'unicité on va en fait montrer le résultat de stabilité (5.3.1): si u et v sont deux solutions
turbulentes associées respectivement a ug et vy, alors w := u — v est solution du systeme de Stokes avec
terme source Q(u, u)—Q(v, v) etil suffit de remarquer que pour tous les champs de vecteurs a, b dans H 112

(Qa,a) - Q(b,b),a—b) =(Q(a—b,a),a—b)

et
‘(Q(a —ba),a- b)) < IV(a- bl lla—b) @ all 22

<|V(a-b) "LZ(TZ) la— b||L4(1T2) ||Ll||L4(T2)

= CIV(@= DI, o la= bI%, o IVal, o laly
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On trouve alors par le Théoréme 5.1.2 sur le probleme de Stokes
V 1 !/ ! d !/
”w(t)”LZ('”'Z) ” w(t)”LZ(‘[Z) 2” wOHLZ(-[]'Z) <(Q(u) u)_Q(U) U))(t)y u(t)> t

]' /
< 5 ol gy +C f VW00, g 100 o VI o L,

Donc

”w(t)||L2(12) [ "VW(t )” FZ)dt = ” uO"LZ(TZ) +Cf ”w”LZ('H'Z) ||Vu||L2(T2) ”ullLZ(TZ) dtl
On conclut par I'inégalité de Gronwall et 'estimation d’énergie vérifiée par u. O
Remarque 5.3.2. — Nous verrons ci-dessous que la situation est bien moins favorable en dimensions trois

d’espace, puisque l'on ne sait pas si les solutions de Leray sont uniques (un résultat récent d’Albritton, Brué et
Colombo® montre d'ailleurs qu'il existe une force extérieure donnant lieu a deux solutions pour une donnée
initiale nulle), ni si les solutions uniques (on en construira au Paragraphe 5.3.2) sont globales. Si la raison
peut sembler technique — c’est lié au fait que les injections de Sobolev dépendent de la dimension — on peut
constater une différence importante sur I'équation en dimension 2 par rapport a la dimension 3 : le tourbil-
lon w := rotu vérifie une simple équation de transport-diffusion (non linéaire) en dimension 2

d,w+u-Vo—Aw=0 dans T?

alors qu'en dimension 3 il y a un terme de “stretching” supplémentaire qui en rend l'analyse beaucoup plus
difficile :

0w+ u-Vo—w-Vu—Aw =0 dans T3,

5.3.2. Le cas de la dimension trois. —

Théoréme 5.3.3. — Soit ug € L2(T3) un champ de vecteurs de divergence nulle et soit u une solution tur-
bulente associée. Si u appartient a L*([0, T); H'(T3)) alors u est unique, est dans €°([0, T); L>(T3)) et vérifie
légalité d'énergie: pour tout0<t<T,

1 2 ! ni2 p_ 1 2
E”u(t)“L2(‘ﬂ'j) +f0 “Vu(t )”LZ(-H—S)dt = E”u(o) "Lz(-ﬂ—?’) .

En outre si vy € L*(T3) est un champ de vecteurs de divergence nulle et v une solution turbulente associée, on a

t
2
(5.3.2) () = v, sy + fo V(") = v 23y dt’ < o = voll 72 3 €xD Clull 1a o,y 111 73y
Remarque 5.3.4. — Notons que [l'espace L4([R{+'H1([R3)) est invariant par le changement d'échelle de
léquation™ : si u(t,x) est solution associée a uy(x) alors uy(t,x) := Au(A*t,Ax) est solution associée

(:l /1u0 (Ax), et ” MA ”L4(|R+;Hl (Rj)) = ” u”L4(R+;H1 (RS))‘

On note aussi que L>(R*; H' (R?)) est invariant par le changement d’échelle de I'équation.

®)Non-uniqueness of Leray solutions of the forced Navier-Stokes equations, Annals of Mathematics, 2022.
@Dans le cas périodique il faut ajuster la taille de la période au changement d’échelle.
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Démonstration. — Pour le premier point il suffit gradce au Théoréme 5.1.2 de vérifier que Q(u, u) appartient
aL2([0, T1; H1(T?)). Pour cela on écrit, pour tout champ de vecteurs a suffisamment régulier,

IQ(a, 61)||H*1(1r3) <lla® a”LZarS)

2

= ”a”L4(‘|]'3)

2
=Clall ;3
Hi (T3
1 3
< 2 2
= Cllall g3, IVal o s -
Mais alors

1 3
. 2 2
1Q(@ a2 0, 1151 4y = CN AN fo g0, 72 IV Al 13 g0, 71270

1 1 3
< 8 2 2
= CTENal oo g0, 7y 20 1V @ 1 0, sy

ce qui démontre le résultat.

Montrons a présent I'inégalité de stabilité (5.3.2), d’ou découle 'unicité. On va utiliser une méthode dite
d’unicité "fort-faible". On écrit, pour w:=u—v,

1 t
Ew) (1) := S I WOl s, +f0 IVw ()7 ps)dt’
t
(5.3.3) = Ew)(0) + EW) (1) = (u()|v(D) 1273, —2[0 (Vu()IVu(h) 2 gs) dr’

t
= E(UO) + E(VO) - (u(t)|v(t))L2('|TS) _2\/(; (Vu(t,”vv(t,))l‘z(-ﬁ?,) dt,y

ol la derniere inégalité provient de 'estimation d’énergie sur les solutions turbulentes. Supposons provi-
soirement que u et v sont réguliéres en ¢, x (nous verrons plus bas comment justifier le calcul qui suit). Alors
en prenant v comme fonction test dans I'’équation vérifiée par u on a

(al’u(t) | U(t))LZ('ﬂ'S) + (Vu(t)lv U(t))LZ('ﬂ%) = (Q(u(t)’ u(t)) | U(t))LZ('I]'S) ]
et de méme en prenant u comme fonction test dans I'équation vérifiée par v il vient
(atv(t)lu(t))Lz(-n-3) + (VU(I)IVM(I‘))Lz(Ts) = (Q(v(t), v(1)) |u(t))L2(T3)-
En sommant ces deux identités il vient
d
27 WO WD) 2y + 2(VulDIVU(D) f278) = (QUu(0), ulDDIV(0) 2 3y + (Q D), V(1) [U(D) 2y -
On remarque maintenant que pour tous les champs de vecteurs a et b de divergence nulle, suffisamment
réguliers,
(Q(a; a)lb)LZ('H'3) + (Q(b; b)la)LZ('ﬂ'3) = (Q(a» a)lb - a)LZ('ﬂ'S) + (Q(b, b)la - b)LZ('H'S)
(534) = (Q(a; a)lb - a)LZ(-ﬂ—S) + (Q(by a)la - b)LZ('ﬂ'S)
= (Q(ﬂ- by a)|b_ a)LZ('H'S) .
Il vient alors ,
(u(t)l V(t))LZ('H'S) +2ﬁ) (Vu(t’)le(t’))Lz(T3) d[’

13
= (Uolvo) ;2 (13) +/0 ((u=v)-Vulu—v) s, dr’

En majorant

1 3
< Clu=v)(E)N72, 4 IV - 0)()?

/
12(T3) L2('[|'3)"vu(t)”L2('ﬂ'3)
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on obtient, en remarquant que E(ug) + E(vo) — (uol U())Lz(-ﬂ—g) = E(wp) = %II Up — vollizm), que
3
2

1 2 t . '
B (D) = 3=l +C [ 10O 0 IV )

!/ !
12(T3) IVu(t )"LZ('U'?') dt
1 2 1t INTYA / ! N4 IANTES
= E” Uo — VO”LZ(TS) + E 0 ”vLU(t )”LZ(*ﬂ-j)dt +C 0 ”LU(t )“LZ(TS) ”vu(t )“LZ(TS) .

On conclut par le lemme de Gronwall.

Nous allons maintenant montrer que le fait que u € L*([0, T]; H'(T3)) permet de rendre ces arguments
rigoureux. Plus précisément on va pouvoir prendre une approximation de u comme fonction test dans
I'équation vérifiée par v. Admettons momentanément le lemme d’approximation suivant.

Lemme 5.3.5. — Soit u une solution turbulente appartenant a L*([0, T1; H' (T%)). Il existe une suite (1z) xen
de champs de vecteurs de divergence nulle dans € ([0, T1; H' (T?)) telle que

— la suite (uy) en converge vers u dans LA([0, T1; HL(T3) n L>=([0, T); L3(T3));
— pour tout k € N, il existe Ry, € L2([0, T]; H ' (T3)) telle que

(5.3.5) Otuk—Ausz(uk,uk)+Rk+Vp
avec lim ”Rkl|L2([0,T];H_1(-[|—3)) =0.
k—oo
La fonction u; donnée par le Lemme 5.3.5 appartient a €1([0, T1; H (T®)), doncelle peut étre utilisée comme

fonction test dans la Définition 5.2.1 (gréace a la Remarque 5.2.9). Comme v est une solution turbulente, on

a ainsi
t

(v(t)luk(t))LZ('n'S) = (U0|uk(o))L2(-|]—3) _[) (vv(tl)|vuk(t,))L2('[|'3)dt,

t t
+f <U(t')®v(t’),Vuk(t'))dt'+/ (v(t"),0,ur(t))dr' .
0 0

Alors en utilisant (5.3.5) il vient

t
(vOlur(®) = (U0|uk(0))L2(T3]—2f(; (Vo) IVur(eh) 2 ps)dt’
t t t
+f (v(t')@v(t'),Vuk(t')>dt'+f (v(t’),Q(uk(t’),uk(t’))>dt'+f (v(e"), Rr()ydt'.
0 0 0

Le Lemme 5.3.5 implique que klim WD ug () 23y = (W(O|u(r) 273, €t que
—00

t t
131_{11 {(V{)|uk(0))L2 _Zj(; (vv(t’)|vuk(t,))L2(13) dt,+\[0 <U(t’))Rk(t,)>dt,}

= (voluo) 123 —2[(:(vU(t’)wu(t’))Lzm) dar'.
Alors en définissant
N (1) ::fot(v(t’)®v(t'),Vuk(t’)>dt’+f(]t(Q(uk(t'),uk(t')),v(t'))dt’,
on obtient
(v1u®) 2 = (voluo) 2y, —zfot(vU(t’)Nu(t’))LZ(TS) dt/+]}iil;oﬂk(t).

En revenant a (5.3.3), on a donc

t
lw (@17 qs) +2 fo IV w ()T oy dt’ < o = voll o sy + Jim ().



5.3. RESULTATS DE STABILITE 127

Il reste a étudier le terme A% (f). On rappelle que pour tout a et b dans HY(T3),ona (beb|Va) 12 =(Q(b,b), a)
et donc
(b® blVa) 2 +{Q(a,a),b) ={Q(b,b),a) +{Q(a, a), b).
Alors comme vu dans (5.3.4),
(Qb, b), ay +(Q(a,a), by ={Qla—b,a),b— a)
=((@a-b)-Valb-a) 23,

et
|((a=b)-Valb=a) o) | < la=bl7s 15 IVal 2 -|]—3)
=ClValzqgslla- bIILZ(W)IIV(a b)llms)

Pour presque tout temps #, le champ de vecteurs v(#) appartient 2 H!(T%). On a donc que pour tout k € N
et t =0, en prenant a = ui(t') et b= v(t'), t' €10, 1],

JVk(t)<Cf IV 2 (E) 2 sy Nl (2a = l/)(t)IILz IV (ug - V)(t)ll

T 12 (Tj)

Par le Lemme 5.3.5, on sait que quand k tend vers I'infini
IVurOllzersy — IVull2(p3) dans L*([0, T1)
I (ux = V) p2ep3y — @ =)l 23y dans  L*([0, T1)
IV(ug = )OOl 2rsy — IV — )l 2(ps) dans L*([0, T)).
On adonc

llm«/Vk(l‘)<f IV (') g2 syl (e — U)(t)ll IV (u- v)(t)ll

L2(T3) L2 ('[I'3)

On conclut que
t
2 2 2
” w(t)”LZ(‘H'S) +2L ||Vw(t,)||L2('H'3)dt, = ” u() - U0||L2('[|'3)

/

+Cf IIVu(t)IILzrs)IIVw(t)II 3||w(t)|| dar.

I2(T L2(T3)
On adonc

t
w17 s + fo IVw(E) 13 sy dt’ < o = voll 7> s
f C”Vu(t)”LZ(‘ﬂ'S) ”w(t)”LZ('[rS)

Le lemme de Gronwall permet de conclure la démonstration, a condition de démontrer le Lemme 5.3.5. O

Démonstration du Lemme 5.3.5. On a vu que si u est une solution turbulente dans L*([0, T]; H' (T®)),
alors Q(u, u) appartient a L2([0, T]; H'(T3)). Cela implique que 8,u appartient a L2([0, T]; H"}(T3)). Par
le théoreme de convergence dominée on a donc

k—o0 ! k—o0 Y k—o0 Y

On rappelle (voir le Lemme 1.10.1) que si une fonction f dans L?([0, T]; H' (T®)) est telle que 8, f appartient
aL?([0,T); H1(T3)), alorson a f € €°([0, T]; L?(T3)) et
1 Wz o, ryz2crey < CULF N rzqo, e vy + 102f 2o, 7272y ) -

On en déduit que

llIIl ”[P)ku - L£||L00([0YT],L2(T3)) =0.
k—o0
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Par régularisation en temps, on peut donc construire une suite (¢y) gey dans €1([0, T1, H (T3)) telle que ug
converge vers u dans L*([0, T1; H' (T3))nL>®([0, T], L?>(T3)), et 8; u. converge vers 0, u dans L([0, T]; H™ ' (T3)).
Enfin puisque

3

3

LA([0,T1,H (T3))’

1
2

1oq0,7),1273 1 4l

1
1Q(a, a)ll 120,711 (v3)) = CTE lal
ona
klim 1Quk, uk) — Qu, u) ||L2[[0,T];H‘1(TT3)) =0.
— 00

Le Lemme 5.3.5 est démontré. O

5.4. Résultats d’existence et d’unicité

Le théoréme suivant, di a Fujita® et Kato®, sera démontré en TD.

Théoreme 5.4.1 (Fujita-Kato, 1964). — Siuge H : (T3) est de divergence nulle et de moyenne nulle, il existe
un temps T > 0 et une unique solution de (5.0.1) dans L*((0, T); H' (T3)). Elle appartienta¢°([0, T); H2 (T%))n
I2((0, T); HZ (T3)).

De plus il existe une constante c > 0 telle que si || uy || . - <c, alors T = co. En outre dans ce cas

t 1 t
2
vez0, Buol, ([ hu g ar) s (e, ar)s2ir?,
HZ(T3) VJo 0 HZ(T3) H2(T3)

, 00 1 -3 2 3 3 . . 5 2
Remarque 5.4.2. — Lespace L*°([0, T1; Hz (R°))NL~([0, T]; Hz (R°)) est invariant par le changement d’échelle
de I'équation présenté en Remarque 5.3.4.

Nous allons démontrer un résultat plus récent, dans 1'espace entier (il est vrai dans des cas généraux mais
la démonstration par Fourier est plus simple dans R3). La démonstration de ce résultat repose sur plusieurs
théoremes intermédiaires d’existence et d'unicité de solutions, diis a des auteurs cités plus bas. Le premier
résultat d'unicité dans €°([0, T1; L*(T?)) est dt1 a G. Furioli, P-G. Lemarié-Rieusset'” et E. Terraneo en 1997.

Théoréme 5.4.3 (Furioli, Lemarié-Rieusset, Terraneo, 1997). — Si uy € L3(R3) est de divergence nulle, il
existe un temps T > 0 et une unique solution de (5.0.1) dans €°([0, T1; L3(T®)). De plus il existe une con-
stante ¢ > 0 telle que si | upll ;33 < ¢, alors T = oo.

Remarque 5.4.4. — Lespace €°([0, T1; L3(R®)) est invariant par le changement d'échelle de I'équation
présenté en Remarque 5.3.4.

On va commencer par démontrer le théoréeme suivant. On définit la famille d’espaces suivante pour tout 1 <
p <ooet T >0, dont on vérifie qu’ils sont invariants d’échelle:

1.3
Kp(T)::{ue%o(](),T[;L”(Rs))/IIuHKP(T) := sup 2" P)||u(t)||Lp(R3)<oo}.
te[0,T]

Théoreme 5.4.5 (Kato, 1984). — Soit 3 < p < co. Si ug € L}(R®) est un champ de vecteurs de divergence
nulle, il existe un temps T > 0 et une unique solution de (5.0.1) dans K,(T). De plus cette solution est
dans €°((0, T); L3(T®)) et il existe une constante ¢ > 0 telle que si || uo|| ;3 @3 < ¢, alors T = co.

51928
©)1917-1999
1960
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Pour démontrer le Théoreme 5.4.5, nous allons appliquer un lemme de point fixe pour résoudre I’équation
dans K, (T), et ensuite vérifier que la solution ainsi construite est bien dans €0([0, T1; L3(T3)).

Rappellons I’énoncé du lemme de point fixe dans les espaces de Banach.

Lemme 5.4.6. — Soit E un espace de Banach et soit 98 un opérateur bilinéaire continu de E dans E, de
norme || 9B|. Si a > 0 vérifie
(5.4.1) as< ;

4| %I

alors pour tout xy € Bg(0, a), il existe un unique x dans Bg(0,2a) tel que
X =Xo+B(x,x).

Onaenoutre || x| g < 2|l xoll g-

Afin de démontrer le Théoreme 5.4.5, commencons par démontrer le résultat suivant.

Théoréme 5.4.7. — Soit3 < p < co. Il existe ¢ > 0 tel que si uy € L*>(R3) est de divergence nulle et vérifie pour
unT>0

e uollx, ) < c,
alors il existe une unique solution de (5.0.1) dans la boule de K, (T) centrée en 0 et de rayon 2c.

A

Remarque 5.4.8. — Par définition des espaces de Besov®, le fait que e'® uy appartienne a K, p(00) est équiv-

143
alent au fait que uy appartienne a l'espace de Besov By, , P, On retrouve ainsi le théoreme de M. Cannone®,
Y. Meyer'? et E Planchon™V de 1994. La petitesse dans un espace de Besov d’'indice négatif correspond  une

fonction rapidement oscillante (voir le Lemme 5.4.11).
Le Théoréme 5.4.7 est connu pour étre faux dans le cas p = oo (voir J. Bourgain'? -N. Pavlovic). Le meilleur
résultat d ce jour concernant le probleme de Cauchy est celui de H. Koch'® et D. Tataru® en 2001, qui con-

struisent une solution globale unique si la donnée est petite dans BMO™!.

Démonstration. — On écrit la formule de Duhamel
t !
(5.4.2) u(t) =eug+B(u,w)(t), Bu,u)(r) :=f e"OAPQ(u, w) (1) dt’ .
0

Afin de mettre en place une démonstration par point fixe, nous allons commencer par démontrer le lemme
suivant.

Lemme 5.4.9. — Soit uy € L3 (R%). Alors pour tout3 < p < oo,
lle®® ol (o0) < Clluoll 13 g2y

et pour tout3 < p < oo
lim e u =0.
I 0||IQ,(T)

8)1933-
)

1970
12)1954-2018
(13)1962
(141967

(
(
(101939
(
(
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Démonstration. — On a

A 1 L2

e U= e 4t % Uy
(4mt)2
donc pour tout 3 < p < oo,
A C _12 1 2 1
le”™uoll pp sy < —§|| wllpgeylle 7 llrgrsy, —=Z+—-

3 r 3 p
Alors en particulier

A

lle’ Uollk,(00) < Clluoll 13 @s) -
Par ailleurs si € > 0 est fixé, soit ¢ € F(R3) telle que
”(p - u0||L3(R3) <E.
On note que pour tout ¢ >0
A

||et ¢||LP(R3) = ||¢||LI7(R3)

et donc
1 3
1a-3)
lepllx, < T2 P lpll o s -
Puisque
A A A
e uolik, 1) < " (1t = P, (0o) + € Pl (1),

le résultat suit. O

Montrons ensuite la proposition suivante.
Proposition 5.4.10. — Soient p, q,r tels que
1 1 1 1
0<—+-—=<1, e —-=—+—<-+-—-
r 3
Il existe une constante C telle que pour tout T > 0,
V (1, v) € Kp(T) x Kg(T), || B, 0| (1 < Cllll i,y 0 iy -
Démonstration. — Soit m € {1,2,3}. En rappellant la définition de B(u, u) définie en (5.4.2) définissons
t !
Bp(u, v)(t) := —f e""APY,,, (u™v) (¢ dt' .
0

Alors By, (u, v) vérifie I'équation de Stokes avec donnée initiale nulle et terme source 9,,P (u" u). Supposons
démontré que pour tout j € {1,2,3}, la j-ieme coordonnée de B, (u, v) vérifie

, 3 t ,
(5.4.3) Bl (u,v)(t) = Zf fgl"fnk(t— ! pu™ R, x - y) dydt'
k=170 JR°

avec Ff'nk € C((0,00); L*(R%)) pour tout s > 1 et

J J
(5.4.4) 1T Dl < —— et [T (6 0] < ——-
1772 (£2 +|x))
Alors en écrivant1+1/r =1/s+1/p+1/q on a puisque % =< % + % =1
t 1 !/ ! !/
“B(u, v)(1) “L’([Rs) =C » /)2*%(1+l*l*l) () Lp sy v (2 )”Lq(RS)dt
r—t r p
d’olt
t 1 1 ,
(5.4.5) 1B, )@ 1r sy = Cllull g,y 1Vl k(1) TS ICTCT, o3 0e T
O(t_t/)ZZr({pt Ay
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et donc

| B(w, v) (1) ”Lr(RS) = Cllulx,mlvlix,m

1_3"
2" 2r
1

ce que l'on cherche a démontrer. Notons que la condition 0 < % + % <3+ % est nécessaire pour faire con-
verger l'intégrale (5.4.5).

Montrons donc le résultat (5.4.3)-(5.4.4). Pour simplifier les notations posons f := u™v. On a
) t , ,
F(B),(u,v))(t,&) = i/ e Z@pI, 6 dt .
0
En se souvenant que

FEH O =Ff1O- Z Sk g ke

o 1612
on obtient que Z (B}, (u, 1))(t,&) s écrit sous la forme

j _ 3 t 7(t7t/)|:f|2 émfjfk k
F (B, (u,0))(1,6) =1 ) | L = F R, o ar
k=1

ou les coefficients ay; sont donnés. Cela définit

5m§]£k 7t|€|2)

I (0= e (2 e

Rappellons que

3 2

g—l(e—tlflz)(x) - (%)Ze—% -

Pour obtenir I'estimation ponctuelle on écrit que pour tout § € N3, | Bl=

Tp(t,x) = igfl(ﬁe—nev)

112
= (-2m)~30P f - f eI gy
s _lx?
=-0 e 4 dt’.
t (47Zt’)2
Mais
1x2 X
Plear | = aﬁ(e_”) _—
donc
o0 1 )
Igt,)=——| —= dr', Wg(z):=0Pe 1.
g 2o @3 ﬁ((m%) P

Le changement de variables t' — r := |x|?/(4t") fournit

C (1 X 1
|Fﬁ(t’x)|SWfo r‘Pﬁ(—rZ)dr
et donc I’estimation
|Tp(2,%)| = Cmin(|x|™*,£72)
et donc
i C
IT7,® ”LS([R3) = ﬁ?

La Proposition 5.4.10 est démontrée. O
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Terminons la démonstration du Théoréme 5.4.7. On remarque que an . est continue en temps sur 10, 7[ a
valeurs dans LS(R%) carsi 0 < ¢/ < r alors

|x1?
4t

/ — —0r
\1" LX) =T k(t,x)|s|x|4 2 re %" dr,

et donc
2 2

j iy (T
It/ (tx-T! (¢,x)|=< len(W, ™).
On peut donc appliquer un théoreme de point fixe en utilisant le Lemme 5.4.9, et la Proposition 5.4.10
avec p = q =1 (ce qui donne la restriction p > 3; remarquons que le résultat est faux si p = 3, voir Y. Meyer et
E Oru, 1996). O

Montrons pour conclure la démonstration du Théoréme 5.4.5 que la solution u est continue en temps a
valeurs dans L3 (R3). On définit pour cela la "fluctuation”

w:=u—-e™uy=Bu,ur.

En appliquant la Proposition 5.4.10 & p = g = 6 et r = 3 on obtient que w € €°(10, T]; L3(R)), et la continuité

en ¢t = 0 provient du fait que

2
1wl poo 0,113 ®3)) < Cllutll g )
(5.4.6) ol
= 4C”e MO”Ke(ﬂ )

ol la seconde inégalité provient de la construction de la solution par point fixe.

On a donc que u = w+ e uy € €°([0, T1; L (R®)). Le Théoreme 5.4.5 est démontré. 0

Pour conclure la démonstration du Théoréme 5.4.3, il s’agit de vérifier que la solution est unique dans

'espace €°([0, T]; L3(R%)). On observe que la Proposition 5.4.10 appliquée a p = g = 3 et r = 2 fournit

que w := u—eugy € K»(T) et comme précédemment w € €°([0, T1; L>(R?)). Si v := u; — uy estla différence de

deux solutions dans €° ([0, T1; L3 (R?)), associées 4 la méme donnée uy, alors v = w; — w, € €°([0, T]; L2(R3))

et est 'unique solution dans €9([0, T]; &' (R%)) du probléme de Stokes avec donnée initiale nulle:
dv—Av==Vp+f, [:=QEuyv)+Qwe™uy)+Q(ws,v)+Qv, w).

Mais f € L2([0, T), I3 (R®)) car

k
(a,b) <C sup |la‘p
Q || 3 @) 1<k£><3 [ ||H b @)

k
=C sup la’b*| 5
1<k,f<3 L3 @)

< Cllal 3 @s) 1Dl 13 w3y

donc appartient a L*([0, T]) et donc a L2([0, T]) Alors par la Remarque 5.1.3, 'unique solution v est du
probleme de Stokes est donc dans L®([0, T); 12 (%)) n L2((0, T1; £ % (R®)) avec

lv(ol* ' fnv(r)nz dt’sf IfFEHN? ,  dr.
H™ R3) 0 H 2

(®3)

Par densité des fonctions réguliéres dans L3(R3) (par troncature en fréquences par exemple) on peut décom-
poser

(5.4.7) wo=ub+u), Nufllsgsy <c, uhel®nIPRY)

et alors en posant
— f_ tA b tA b
g:=f-Q uy v)+Qv,e " uy)
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il vient
llg(s) ”H‘%([R@) < C(Ilemugllp(u@) +llwr (Ol 3 @sy + 1 w2 (Ol 3@y 1V (Ol 13 w3

tA 4
< C(lle Ul k30 + w50 + w2l g5 0) | l/(l‘)llH% &)

<C(ll ugan(Rs) +lwill g + lwzll ko)l vl . )’
Si t et ¢ sont assez petits alors par (5.4.6) et (5.4.7)

1
< —
18N oy = 51PN -
Par ailleurs

| Qe ug, v(e) + Q). e up)| 3 o, = Clle™ Ul s @3y 1V (Ol 2 gs)

1 1
) 1 1
< Cllugll @ VU‘)II;_% #) [ v(t)II;% )

donc finalement

3 t t

2 INTY/ I b2 / ! /
v(t + = v(t dt <Clu, v() . v(t)| . dt
I ()”H-%(RS) 4f0 llv( )”H%(u@) I QHLG(RS)j(; lv( )IIH_%(R%II ( )”H%(u@)

et donc

1 rt t
b4 INTY /
I, v [, dr s Ol [ 02, ar
riwy 2o 2 ®) 0TLE®) [, 2 @)

2 (R
Par le lemme de Gronwall, ceci implique que v est nulle pres de ¢ = 0 et donc par un argument itératif v est
identiquement nulle. Le Théoréme 5.4.3 est démontré. O

Lemme5.4.11. — Soit ® € #(R?) telle que ® est a support compact. On définit pour un w € S et pour
tout € > 0 la fonction

De(x):= e/ D(x).
Alors pour toutse Ron a
)
1D s ey ~ €
etpourtoutoc>0etp=2ona

- Z LA o
"q)E”B,;’go(Rd) = Sug t2|le (Dg”Lp([Rd) <Ce".
’ >

Démonstration. — On montre facilement que
: N
llr%e ”(Dg ”HX(Rd) = ||(D||L2(Rd) .
. L -0
Pour ce qui est de la norme B_ 7, on remarque que

e, (x) =

iz ive ~tfere|’ &
(Zn)de fRde e o) dé.

On a donc pour ¢ suffisamment petitet 1 < p < oo
_ L
” etAq)g “L‘X’(Rd) < Ce &2

donc
g g _ 1
12 (e gll pgay < Ct2e & < Ce”.

Le lemme suit. O
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5.5. Comportement en temps grand en trois dimensions d’espace

On rappelle (voir le Théoréme 5.4.1) que si ug € H 2 (R3) est un champ de vecteurs de divergence nulle alors
il existe un temps 7 > 0 et une unique solution u, de divergence nulle, aux équations de Navier-Stokes
tridimensionnelles associée a uyg, qui est dans C([0, T]; H 2 ([®3)) N LA([0, T); H' (R3)).

On va montrer le résultat suivant.

Théoréme 5.5.1. — Soit ug € H 3 (R3) est de divergence nulle tel que la solution unique u de I'équation de
Navier-Stokes tridimensionnelle associée vérifie u e CR*; H I ([R3) N LARY; H'(R3)). Alors

tlllgo ”u(t)”H%(R% =0
Démonstration. — Dans la suite on notera P, f := PF ! (11=nZ () le projecteur de Leray sur les champs

de vecteurs de divergence nulle, restreint aux fréquences inférieures a n.

Commengons par supposer que ug € L?(R%). On peut montrer que pour a et b deux champs de vecteurs
avec a de divergence nulle,

1 3
< IVall2@s) 1D 7, g, IV DI 7

(a . Vbl b)LZ(RS) + (b N Val b)LZ(RS) LZ(R?’) LZ(R?’) .

En effet d'une part

|0V al b) 2| < IV all 2 1]

2
LARY)

< ClVal 2@ IbI 4
H1 (R3)

et d’autre part
= C||a||L6(R3) ||Vb||L2(R3) ||b||L3([R3)

< CIIVaIILz(Rs) ||Vb||L2(R3) ” b"H% (Ri] .
Par ailleurs la démonstration du théoreme de Leray permet de montrer le résultat suivant (a faire a titre

d’exercice!) : si wy € L% (R%) est un champ de vecteurs de divergence nulle, alors il existe une unique solu-

)(a’ Vbl b)LZ(RS)

tion w,, , de divergence nulle, de
0rwn +Ppdiv(w, ® wy + Pr) ® wy + wp @ Prw)) —PrAw, =0, w,(0,) =P,w,

dans C!(R*; [P’nLZ([RB)) qui vérifie pour tout £ = 0
2 t N2 ! 2 t N4
” wn(t)llLZ(R3)+j; ”an(t)”L2(R3) dt = ” w0||L2([R3) eXp (Cﬁ ”vu(t)”LZ(RS) dt/)

En outre il existe w € leoc(R+; H'(R®)) de divergence nulle tel que quitte 4 extraire une sous-suite, pour tout
compact K de R® et tout T > 0 on ait

Jim Jlwn = wll2(0,7yxK) = 0
et pour tous les champs de vecteurs ¥ € L2([0, T]; H' (R%)) et ® € L?([0, T] x R®)

lim V(w,—w)(t,x): VY (t,x)dtdx =0
n—00 Jio, ] xR3

lim (wy, — w)(t,x)-D(t,x)dtdx =0.
n—=00 J[0,T]xR3

Enfin quitte & extraire une sous-suite, w, converge dans L?>(R*; H' (R3)) vers une solution faible de

oyw+Pdiviwew+uw+weu) —Aw=0, w(,)=wy.
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On en déduit que si v € L°[R*; L?(R%)) n L2(R*; H' (R®)) est une solution turbulente de Leray associée a uy,
alors w:= v—u = 0. On a donc que u est un champ de vecteurs dans L®(R*; L2(R3)) n L?(R*; H'(R3)), et
donc en particulier u € L* ®*; 2 (®%)). On en déduit que

}Lgllu(t)llHl =0

[N

car || u(t) "H ne peut étre minorée: on a donc

1
2

Ve>0 3T >0, |u(Te) IIH; <e,
et on peut appliquer le résultat a données petites selon lequel

VizTe, Nu@ll,y=2luIl,

1
2 2
On ne suppose plus que ug € L?>(R3). Soit € > 0. Alors il existe une constante p > 0 telle que les champs de
vecteurs
b -1 b
uy:=F (l=p Fug) et ug = U — U}
vérifient uf € [*(R?) et
b i
lugll 3 = min(e, c).
On note u’ la solution globale aux équations de Navier-Stokes tridimensionnellees associée a ug, et on
pose uf:=u—u’.Ona

1 t 1 4
5“””(”'|iz<w>+fo ||Vuf'(t’)||izms)dt’sEnu”(mniwﬁfo (- vt )|

et par ailleurs
| (- V| )] = O gy IV 4 oy 16

2

b i
<
< CIN g o 1980 sy

En choisissant ¢ suffisamment petit on peut en déduire que
t
2 2 2
I ()17 oy + fo IV ()15 oy At < 1 O) 17 g, -

Le Théoreme 5.5.1 suit. O






